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In dieser Dissertation werden die Eigenschaften von Schwarzen Löchern in einer
Raumzeit mit zusätzlichen raumartigen Dimensionen untersucht.
Nach einer kurzen Einleitung in Kapitel 1, die der Motivation und der Ziel-
setzung dient, werden im ersten Teil zunächst die benötigten Grundlagen aus der
Allgemeinen Relativitätstheorie (Kapitel 2) bereitgestellt. Im dritten Kapitel wird
speziell auf Schwarze Löcher in der Allgemeinen Relativitätstheorie näher einge-
gangen. Im Kapitel 4 vollziehen wir die Idee der Extra-Dimensionen nach, wie sie
von T. Kaluza und O. Klein um 1920 erstmals vorgestellt wurde, und sehen, wie
sie sich weiter entwickelt hat.
Im zweiten Teil beschäftigen wir uns mit der Wiederaufnahme dieser Idee
Mitte der 90er Jahre, ihrem Potential zur Lösung ausstehender Probleme und die
daraus folgenden beobachtbaren Konsequenzen. Dazu diskutieren wir in den Ka-
piteln 6 und 7 die zwei Modelle, die sich herausgebildet haben: das »Arkani-
Hamed-Dimopoulos-Dvali«-Modell (ADD) und das »Randall-Sundrum«-Modell
(RS), sowie deren mögliche Überprüfung und die Randbedingungen, die existie-
rende Daten bereits setzen.
Der dritte Teil fügt nun das Wissen der ersten beiden Teile zusammen. Dieser
Teil enthält die eigenständigen Rechnungen dieser Arbeit und kann bei ausrei-
chendem Vorwissen ohne die vorangehenden Erläuterungen gelesen werden.
Aufbauend auf das vorgestellte ADD-Modell, beginnen wir im Kapitel 8 mit
der Rechnung zur Existenz von Schwarzen Löchern in dieser mehrdimensionalen
Raumzeit. Im Folgenden wenden wir uns dann den Eigenschaften dieser Schwar-
zen Löcher zu. Wir untersuchen die Relevanz ihrer Produktion und den Einﬂuss
der Extra-Dimensionen auf Observablen in Teilchenkollisionen (Kapitel 9). In
Kapitel 10 betrachten wir insbesondere den thermischen Prozess der Evaporati-
on und widmen uns kurz der Möglichkeit stabiler Überreste. Wir schließen unsere
Untersuchung mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf weitere Betä-
tigungsfelder.
Die Ergebnisse dieser Arbeit und thematisch angegliederte Untersuchungen
unserer Arbeitsgruppe wurden veröffentlicht [202, 203, 204, 205, 206].
Sabine Hossenfelder, Frankfurt am Main, 28.2.2003
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11 Zusammenfassung 137Kapitel 1
Einleitung
Die Gravitation ist eine der vier fundamentalen Wechselwirkungen, die die Ab-
läufe in unserem Universum beschreiben.
Neben der Gravitation gibt es die elektromagnetische Wechselwirkung, die
die meisten alltäglichen Erscheinungen erklärt, vom Licht bis zur chemischen
Bindung. In ihrer quantisierten Form, der Quantenelektrodynamik (QED), zeigt
sie sich als die zur Zeit exakteste aller Theorien und kann letzte Feinheiten wie
den Lambshift der Wasserstofﬂinien oder das anomale magnetische Moment des
Elektrons so präzise vorhersagen, dass mit den heute zur Verfügung stehenden
Messmethoden noch keine Abweichungen zu diesen Vorhersagen festgestellt wer-
den konnten.
AußerdemgibtesdiestarkeWechselwirkung,diedieKernetrotzderCoulomb-
abstoßung zusammenhält. Die starke Wechselwirkung ist die Theorie der Quarks
undGluonen.Wiedie QED istsieeineQuantenfeldtheorie:dieQuanten-Chromo-
Dynamik - QCD.
Auch die letzte der verbleibenden Wechselwirkungen, die schwache Wech-
selwirkung, ist eine solche Quantenfeldtheorie. Sie bestimmt unter anderem den
β-Zerfall. Sie konnte erfolgreich mit der QED zur sogenannten »elektroschwa-
chen Wechselwirkung« vereinigt werden. Die elektroschwache Wechselwirkung
und die QCD wurden zusammengefaßt und bilden das Standardmodell der heuti-
gen Teilchenphysik.
Die Gravitation ist bei weitem die schwächste dieser vier Kräfte. Das Verhält-
nisdergravitativenzur elektromagnetischenKraftzwischenzweiElektronenetwa
ist von der Größenordnung 1 zu 1043! Der einzige Grund, aus dem wir Effekte der
Schwerkraft überhaupt beobachten können ist, dass sie sich von den anderen drei
Kräften dadurch unterscheidet, dass sie immer anziehend wirkt und sich so nicht
neutralisieren kann. Auf diese Art und Weise ist es der Gravitationskraft möglich,
sich aufzusummieren und zu messbarer Stärke anzuwachsen. Dies bringt jedoch
mit sich, dass wir ihre Effekte nur bei großen Massen - wie sie stellare Objekte
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besitzen - beobachten können.
Dieser Größenunterschied ist sowohl experimentell als auch theoretisch sehr
unbefriedigend. Einerseits rückt er die Skala, ab der Quantengravitation zu be-
obachten sein wird, auf die Planckskala, also hin zu unerreichbaren Energien der
Größenordnung einer Planckmasse (siehe auch 2.4) mP ≈ 1019 GeV. Anderer-
seitsverhindertereineeinheitlicheBeschreibungderWechselwirkungen.Bisheu-
te wissen wir nicht, wie die Gravitation in das Gebäude der Quantenfeldtheorien
einzufügen ist.
Wir haben zwei Gruppen fundamentaler Theorien:
1. DasStandardmodell,beschrieben durchYang-Mills Theorienverschiedener
Eichgruppen
2. Und die Allgemeine Relativitätstheorie, die die Gravitation durch Eigen-
schaften des Raumes an sich erklärt.
Die typische Energieskala der elektroschwachen Wechselwirkung liegt etwa
bei mEW ≈ 1 TeV, es liegen also 16 Größenordnungen zwischen dem Standard-
modell und der Gravitation. Dieses sogenannte »Hierarchieproblem« (siehe auch
5.1) bereitet dem Physiker etliches Kopfzerbrechen, denn auf demWeg zur großen
Vereinheitlichung liegt ihm die Sonderrolle der gravitativen Wechselwirkung im
Wege.
Eine Lösung dieses Problemes stellen die Modelle mit Großen Extra Dimen-
sionen (Large eXtra Dimensions - LXDs) dar, auf die in dieser Arbeit näher ein-
gegangen wird. Das Konzept der Extra-Dimensionen an sich ist nicht neu und
tauchte in physikalischen Veröffentlichungen erstmal bereits Anfang des letzen
Jahrhunderts auf (siehe auch Kap. 4). Die Vorstellung, dass unser Raum mehr als
die sichtbaren drei räumlichen Dimensionen besitzt, hat schon viele fasziniert und
schlägt sich auch immer wieder in der populärwissenschaftlichen oder Science
Fiction Literatur nieder.
Ohne hier ins Detail zu gehen, wollen wir uns schon an dieser Stelle eine
phänomenologische Sicht der zugrundeliegenden Idee beschaffen.
Betrachten wir dazu einen Körper allein in einer eindimensionalen Welt, die
wir uns in Abb. 1.1 (oben) ansehen. Dieser Körper soll eine Ladung beliebiger
Art haben, deren Feld mittels Kraftlinen dargestellt werden kann. Da der Körper
die einzige Ladung in seiner Welt ist, ist er die einzige Quelle für die Kraftlini-
en, die sich gleichmäßig in alle Richtungen ausbreiten. In einer eindimensionalen
Welt passiert dabei nichts Besonders, schließlich haben die Kraftlinien nur eine
Richtung zur Verfügung. Gehen wir nun ein paar Schritte näher heran, um einen
weiteren kritischen Blick auf unseren geladenen Testkörper zu werfen, so sehen
wir, dass seine Raumzeit gar nicht eindimensional ist! Sie ist eigentlich ein langer
Streifen mit endlicher Breite, der bei genügend großem Abstand nur noch als ein-3
Abbildung 1.1: Schaut man näher hin, so dünnt das Kraftfeld am
Anfang viel stärker aus.
dimensionale Line zu erkennen ist (Abb. 1.1, unten). Die Kraftlinen können sich
also anfangs in zwei Dimensionen ausbreiten und dünnen dabei aus. Bei größerem
AbstandmüssensiesichdannderGeometrieanpassen.Nacheinemanfänglichbe-
schleunigtem Abfall können sie sich nicht mehr verdünnen. Die Gesetzmäßigkeit
des Kraftfeldes in der eindimensionalen Welt ist also bei großem Abstand diesel-
be wie die in der »Streifenwelt«. Jedoch: der absolute Wert ist unterschiedlich. In
der Streifenwelt hat die Ladung schon viel Kraft verloren, wenn sie an den Rand
der Welt stößt.
Stellen wir uns nun vor, dass es zwei Arten von Felder gibt: die, die sich wie
im obigen Beispiel in alle Richtungen ausbreiten können, und die, die sich von
vornherein nur auf einem eindimensionalen Querschnitt ausbreiten können. Diese
Felder können nun ursprünglich dieselbe Kraft haben, aber wenn wir sie nur aus
der Entfernung betrachten, sieht eines von beiden viel schwächer aus.
InTeilIIwerdenwirdiesessimpleModellweiterverfolgenundquantiﬁzieren.
Es löst das Hierarchieproblem, aber wie das oft so ist, folgen neue Probleme auf
dem Fuße. Nun haben wir die Frage zu klären, warum es in der Natur zwei Arten
von Feldern gibt, und wodurch sie sich unterscheiden.
Den Entwicklungen der Superstringtheorie zufolge, leben wir in einer Welt
mit 11 Dimensionen [1] und verschiedene Stringtheorien sind untereinander über
Dualitätenverbunden.UnterdenStringtheorienistdieE8×E8 heterotischeStringtheo-
rie [2] bis heute der beste Kandidat, um unsere Welt zu beschreiben, da von ihr
erwartet wird, dass sie das Standardmodell enthält. Horava und Witten [3] haben4 KAPITEL 1. EINLEITUNG
die Verbindung zwischen der 10-dimensionale E8 ×E8 heterotischen Stringtheo-
rie und einer 11-dimensionalen Theorie auf der Mannigfaltigkeit R
10 × S1/Z2
aufgezeigt. In dieser Theorie sind die Teilchen des Standardmodelles auf unse-
re 4-dimensionale Raumzeit gebunden; die Gravitonen hingegen können sich in
der vollen Raumzeit bewegen. Dies ist genau das Szenario, das wir oben ange-
sprochen haben. Die Stringtheorie liefert von ihrem Ansatz her, Teilchen nicht als
null-dimensionale Punkte, sondern als ein-dimensionale Kurven anzusehen, von
Natur aus zwei Arten dieser sog. »Strings«: die offenen und die geschlossenen
Strings.
Die in dieser Arbeit betrachteten Modelle erheben keinen Anspruch auf Fun-
damentalität, jedoch können sie alle durch niederenergetische Limiten der String-
theorie [4, 5, 6] motiviert werden. Dadurch liefern sie ein nützliches Werkzeug,
um den Einﬂuss von zusätzlichen Dimensionen auf die Physik auszuloten und
erste Erkenntnisse über die Topologie unserer Raumzeit zu gewinnen.
Eine Antwort auf diese Frage, wie die Bewegung der Teilchen des Standard-
modells auf unsere Untermannigfaltigkeit beschränkt wird, liefert unser Ansatz
nicht. Er läßt sich aber betrachten, als eine vereinfachte Situation der Stringtheo-
rie, als ein Modell, das dazu dient, die Eigenschaften dieses Ansatzen zu erarbei-
ten. Wir wollen uns in dieser Arbeit auf den pragmatischen Standpunkt stellen,
das Modell anzusehen und seine Konsequenzen zu erörtern, die eine eventuelle
Entscheidung durch das Experiment ermöglichen.
Vom »Warum« wechseln wir zum »Wie«.Teil I
Grundlagen
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Die klassische Allgemeine
Relativitätstheorie
In diesem Kapitel wollen wir die Grundlagen aus der Allgemeinen Relativitäts-
theorie (ART), die für uns von Belang sein werden, kurz einführen. Um den Rah-
men dieser Arbeit nicht zu sprengen, kann dabei auf viele wichtige Dinge nur
peripher eingegangen werden. Wir müssen uns auf die Dinge beschränken, die
zum Verständnis der darauf folgenden Kapitel unerlässlich sind. Für weitere De-
tails siehe z.B. [7, 8, 9, 10, 11].
2.1 Die Einsteinschen Feldgleichungen
Das Äquivalenzprinzip
Die Allgemeine Relativitätstheorie (ART) basiert auf dem sogenannten Äquiva-
lenzprinzip, welches aussagt, dass – lokal – die Effekte der Gravitation dieselben
sind, wie die, die durch Beschleunigung in einem Raum ohne Gravitationsfeld
hervorgerufen werden. Man kann dies auch formulieren als die Gleichheit von
schwerer und träger Masse. Mathematisch gesprochen führt dies zur Übersetzung
der Gleichungen der Speziellen Relativitätstheorie in Tensorgleichungen. Diese
gewährleisten, dass die Gleichungen unabhängig von der Wahl des Koordinaten-
systemes die gleiche Form bewahren. Man sagt auch, sie sind »kovariant« .
Die Forderung der Kovarianz führt zu der Notwendigkeit, die Differentiation
aus dem ﬂachen Raum in den gekrümmten Raum kovariant zu übersetzen. Dazu
ist es notwendig, den Begriff der linearen Näherung - d.h. des Tangentialraumes -
zu verallgemeinern. Dies geschieht im Rahmen der »Differentialgeometrie«. Die-
se kovarianten Ableitungen werden im folgenden mit einem ∇ dargestellt. Die
Schreibweise ∂ kennzeichnet wie üblich die »normalen« partiellen Ableitungen.
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Um eine explizite Form für diese Ableitung zu erhalten, muss erst eine Mög-
lichkeit gefunden werden, den gekrümmten Raum und seine Eigenschaften zu
beschreiben. Der »Metrische Tensor« gµν spielt dabei die zentrale Rolle. Streng-
genommen ist es ein Tensorfeld, gµν(xν). Es beschreibt Längen und Winkelver-
hältnisse an jedem Punkt der Raumzeit. Der metrische Tensor gµν ist die Größe,
nach der wir suchen, wenn wir unseren Raum beschreiben wollen.
Mit den sogenannten »Christoffelsymbolen«, die sich aus den ersten Ableitun-
gen der Metrik berechnen
Γ
α
µν =
1
2
g
αβ(
∂gβν
∂xµ +
∂gβµ
∂xν −
∂gµν
∂xβ ) (2.1)
bekommt man für die kovariante Ableitung, am Beispiel eines Vektors vµ, die
folgende Form
∇νv
µ = ∂νv
µ + Γ
µ
νγv
γ . (2.2)
Aus dieser Ableitung kann man nun weiter die Krümmung F konstruieren1:
Fµν = [∇µ,∇ν] . (2.3)
Sie misst, inwiefern die kovarianten Ableitungen kommutieren.
In der ART wird die Krümmung statt mit F oft mit R bezeichnet. Die Krüm-
mung ist ein Tensor vierter Stufe, der nach Wahl einer lokalen Basis mit die Kom-
ponenten Rαβγδ hat. Aus diesem Tensor berechnet man durch Kontraktion den
Ricci-Tensor Rαβ = Rν
ανβ und den Krümmungsskalar R = Rν
ν.
Bei der Übersetzung von speziell-relativistischen Gleichungen in allgemein-
relativistische Gleichungen muss berücksichtigt werden, dass die kovarianten Ab-
leitungen im Gegensatz zu den partiellen Ableitungen i. A. nicht vertauschen.
Masse krümmt den Raum
Die Einsteinschen Feldgleichungen beschreiben die Wirkung einer Energiever-
teilung auf die Raumzeit. Diese Energieverteilung ist Ursache für die Raumkrüm-
mung.
Als Quelle dient der Energie-Impuls-Tensor Tµν. Er enthält die Energiedichte,
Ströme und Impulse sowie den Druck. Wir können fünf Forderungen aufstellen,
die zur Herleitung der Feldgleichungen genügen.
1. Die Gleichungen sind von der Form Gµν = Tµν, also Tensorgleichungen
mit dem Energie-Impuls-Tensor als Quelle. Gµν soll eine rein geometrische
Größe darstellen. Gµν wird auch manchmal als der »Einstein-Tensor« be-
zeichnet .
1Die eckigen Klammern bezeichnen wie üblich den Kommutator.2.1. DIE EINSTEINSCHEN FELDGLEICHUNGEN 9
2. Gµν soll höchstens zweiter Ordnung in g sein (also linear in den zweiten
Ableitungen oder quadratisch in den ersten). Dies ist ein Erfahrungswert,
den wir aus anderen Theorien übernehmen.
3. DietotaleDivergenz∇µT µ
ν sollverschwinden.DasistAusdruckderEnergie-
Impuls-Erhaltung.
4. Der Newtonlimes soll erfüllt sein, d.h. im Grenzfall geringer Massedich-
te und im Limes langsamer Bewegungen soll Newtons Gravitationsgesetz
reproduziert werde.
5. Der ﬂache Raum gµν = ηµν soll eine Lösung sein.
Man kann nun zeigen (das wollen wir hier nicht im Detail nachvollziehen,
siehe z.B. [8]), dass jeder Tensor, der nur die Metrik, deren erste und zweite Ab-
leitungen enthält, sich schreiben lässt in der Form:
C1Rαβ + C2Rgαβ . + C3gαβ (2.4)
Aus der Bianchi-Identität
∇
α(Rαβ −
1
2
Rgαβ) = 0 , (2.5)
die für die Krümmung immer gelten muss und Ausdruck der Energieerhaltung ist,
ﬁnden wir 2C2 = −C1 und aus der letzten Forderung C3 = 0. Damit haben wir:
Tαβ = C1(Rαβ −
1
2
Rgαβ) (2.6)
und benutzen nun noch den Newtonlimes, um die letzte Konstante zu eliminieren
(Siehe auch S. 31 ff). Man erhält
C1 =
1
−8πG
(2.7)
und damit die Einsteinschen Feldgleichungen zu:
Rαβ − 1
2Rgαβ = −8πGTαβ . (2.8)10KAPITEL 2. DIE KLASSISCHE ALLGEMEINE RELATIVITÄTSTHEORIE
Diese Gleichungen, die wir im Folgenden mit EFG bezeichnen, bilden ein Sy-
stem von 16 nichtlinearen gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Wenn man die Symmetrie der auftretenden Tensoren berücksichtigt, verbleiben
10 unabhängige Einträge im metrischen Tensor, zu deren Bestimmung wir 10
Gleichungen haben. Allerdings sind die Feldgleichungen verbunden durch die 4
Bianchi-Identitäten (2.5), die uns schließlich die Energie-Impuls-Erhaltung ge-
währleisten. So haben wir also vier Freiheitsgrade übrig2. Diese sind zu erklären
mit der Freiheit in der Wahl eines Koordinatensystems. Wenn wir sie eliminieren
wollen, so müssen wir zusätzliche Einschränkungen fordern. Diese spezielle Wahl
eines Koordinatensystems bezeichnet man in der ART auch als »Eichung«.
Im Vakuum, also Tµν = 0, können wir die Gleichungen mit gαβ kontrahieren
und erhalten mit gα
α = 4, dass R = 0 ist. Damit lauten die Feldgleichungen im
Vakuum einfach
Rαβ = 0 . (2.9)
Das Prinzip der kleinsten Wirkung
Man kann die Einsteinschen Feldgleichungen auch aus einem Variationsprinzip
herleiten. Die Lagrange-Dichte der ART LART kann man sich durch die Forde-
rungen konstruieren, dass sie
1. ein Skalar sein soll und
2. eine Funktion von gµν und dessen Ableitungen .
Da es keinen nichttrivialen Skalar gibt, der nur gµν und erste Ableitungen da-
von enthält, ist die einfachste und naheliegendste Wahl
LART =
√
−gR . (2.10)
Natürlich ist diese Lagrangedichte nicht eindeutig, so könnten zum Beispiel
höhere Potenzen von R vorkommen.
Es ist erwähnenswert, dass man zunächst erwarten würde, dass die dynami-
schen Gleichungen für gµν dritter Ordnung in den Ableitungen sind, da schon
R zweiter Ordnung ist. Es zeigt sich jedoch, dass diese Terme bei der Variation
verschwinden (siehe z.B. [11]).
210 Gleichungen und 10 Größen bleiben 0 Freiheitsgrade. 10 Gleichungen minus 4 Relatio-
nen zwischen diesen und 10 Größen, bleiben 4 Freiheitsgrade. Diese Tatsache führte dazu, dass
Einstein seine aufgestellten richtigen Feldgleichungen zunächst wieder verwarf, weil er die Frei-
heitsgrade als unphysikalisch einstufte.2.1. DIE EINSTEINSCHEN FELDGLEICHUNGEN 11
Freier Fall
Eine Geodäte ist eine Kurve xµ(τ), die ihren eigenen Tangentialvektor tα = dxα
dτ
paralleltransportiert, und ist damit die Verallgemeinerung einer geraden Linie im
ﬂachen Raum. Sie beschreibt die Trajektorie, auf der sich ein Körper bewegt, auf
den keine Kräfte einwirken. Die Gravitation wirkt durch die Raumzeit selber und
ist im Formalismus der ART lediglich eine Scheinkraft.
Wir erhalten die Geodätengleichung aus der Forderung, dass die Ableitung des
Tangentialvektors in Richtung der Kurve selber verschwinden soll
∇xµ(τ)t
α = 0 . (2.11)
Daraus ergibt sich zunächst
∇xµ(τ)t
α =
dxµ
dτ
∇µt
α =
dxµ
dτ
∇µ
dxα
dτ
(2.12)
und mit der Deﬁnition der kovarianten Ableitung (2.2)
∇xµ(τ)t
α =
dxµ
dτ
∂µ
dxα
dτ
+
dxµ
dτ
Γ
α
γµ
dxγ
dτ
. (2.13)
Da d
dτ = dxν
dτ ∂ν ist, haben wir die Geodätengleichung in Koordinaten in der
Form
d2xµ
dτ2 + Γ
µ
κν
dxν
dτ
dxκ
dτ
= 0 . (2.14)
Die Γ-Terme verschwinden im ﬂachen Raum oder in einem geeigneten Koordina-
tensystem.
Ein Punktteilchen, das in ein durch gµν gegebenes Gravitationsfeld gebracht
wird und dessen eigene Masse zu gering ist, um eine wesentliche Änderung der
Hintergrundgeometrie hervorzurufen, wird sich auf einer solchen Kurve bewegen,
wie sich ein freies Punktteilchen im ﬂachen Raum auf einer Geraden bewegt. Der
Freie Fall im Gravitationsfeld wird durch die Geodätengeleichung beschrieben.
τ ist die Eigenzeit auf der Weltlinie der Geodäte, solange es sich um zeitartige
Kurven handelt (d.h. dτ2 > 0), im Falle von Photonen (dτ2 = 0, lichtartig) geht
man zu einem beliebigen Parameter über, der dann nicht mehr die Interpretation
der Eigenzeit hat.
Hat der Körper eine räumliche Ausdehnung, die nicht vernachlässigt werden
kann – er kann also rotieren und Gezeitenkräfte erfahren –, so reicht die Geodä-
tengleichung zur Beschreibung seiner Bewegung nicht mehr aus.
Es gibt noch weitere Möglichkeiten, die Geodätengleichung herzuleiten, die
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ﬁnden (z.B. [7, 8, 9, 10]). Die wohl geläuﬁgste Herangehensweise erfolgt über
die Variation des Längelelementes, wobei sich eine Geodäte dann als Kurve ex-
tremalster Länge in der gegebenen Raumzeit auszeichnet – bei einer Lorentzschen
Metrik, die nicht positiv deﬁnit ist, ist das jedoch interpretationsbedürftig. Von der
physikalischen Seite gelangt man über die Variation der Lagrangefunktion eines
Punktteilchens zum selben Ergebnis.
Die Lagrangefunktion L eines Teilchens mit Masse m ist dabei gegeben durch
L = m
s
gµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
. (2.15)
Ich möchte noch anmerken, dass man die Geodätengleichung auch aus den
Einsteinschen Feldgleichungen herleiten kann, indem man den Energie-Impuls-
Tensor als den eines Punktteilchens ansetzt (nachzulesen zum Beispiel in [32]).
2.2 Anwendungen
DieAnwendungender ART sindbreitgefächert.SiereichenvonderEntfernungs-
bestimmung ferner Planeten über Theorien zur Strukturbildung im Universum bis
hin in so alltägliche Bereiche wie das GPS (Global Positioning System). Ganz
grob kann man auf der theoretischen Seite drei Bereiche unterscheiden: die Astro-
physik, die Kosmologie und die Behandlung kleiner Störungen der Raumzeit, die
in der Theorie der linearen Näherung resultiert.
Die Astrophysik
Die Astrophysik ist wohl eine der ältesten Wissenschaften überhaupt. Im Altertum
musste sich der Sternkundige bei seiner Erforschung der Gesetze des Weltalls al-
lein auf seine Augen und seine Intuition verlassen. Heutzutage stehen uns eine
Vielzahl von Meßinstrumenten höchster Präzision zur Verfügung. Das Hubble-
Space Teleskop erlaubt es, noch bis in Entfernungen von ca. 14 Milliarden Licht-
jahren,unddamitweitzurückindieVergangenheitunseresUniversumszublicken.
Themen,die typischerweisein derAstrophysik behandeltwerden sinddie Pro-
zesse von Planeten, Sternen und Galaxien und die Rückschlüsse, die aus Meßda-
ten gewonnen werden können. Um die Eigenschaften der untersuchten Objekte zu
erfassen,wird aufdieTechnikeneinerVielzahl andererphysikalischerDisziplinen
zurückgegriffen, unter anderem die (Quanten-) Elektrodynamik, Thermodynamik
oder Kern- und Teilchenphysik.
ImInnerendesSterneserhälterausdemkugelsymmetrischenAnsatzdie»Tol-
mann-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung« für den Druck p und die Energiedichte ρ2.2. ANWENDUNGEN 13
bzw. die zur Dichte gehörige Massenverteilung m(r):
∂p(r)
∂r
= −(p(r) + ρ(r))
 
4πr2 + m(r)
r(r − 2m(r))
!
. (2.16)
Mit einer Zustandsgleichung der Materie wird diese Gleichung ergänzt und das
Gleichungssystem geschlossen.
DieAußenraumlösungeinerkugelsymmetrischenMaterieverteilungerhältman
durch einen rotationsinvarianten Ansatz für die Metrik, mit dem man in die EFG
mit verschwindendem Energie-Impuls-Tensor geht. Die Lösung ist eindeutig (bis
auf Koordinatenwechsel versteht sich) und hat einen freien Parameter M, der
ein Maß für die Masse im Inneren ist. Diese Lösung wurde im Jahre 1916 von
Karl Schwarzschild [12] gefunden und trägt daher den Namen »Schwarzschild-
Metrik«. Diese Metrik hat die Form
ds
2 = −

1 −
2M
r

dt
2 +

1 −
2M
r
−1
dr
2 + r
2(dθ
2 + sin
2 θdφ
2) . (2.17)
Wir werden im nächsten Kapitel (3.1 - 3.3) genauer darauf zurückkommen.
Verzichtet man auf die Kugelsymmetrie und lässt zu, dass die Materie mit ei-
nem Drehmoment J um eine Achse rotiert, und lässt man weiter zu, dass die Ma-
terie eine elektrische Ladung Q trägt, so erhält man eine weitere Klasse von Lö-
sungen. Diese Lösungen sind durch die drei Parameter M,Q und a =: J/M klas-
siﬁziert. Es handelt sich dabei um die sogenannten »Kerr-Newmann-Metriken«:
ds
2 = −
 
∆ − a2 sin2 θ
ρ2
!
dt
2 −
 
2asin2 θ(r2 + a2 − ∆)
ρ2
!
dφdt
+
 
(r2 + a2)2 − ∆a2 sin2 θ
ρ2
!
sin
2 θdφ
2 +
ρ2
∆
dr
2 + ρ
2dθ
2
ρ
2 = r
2 + a
2 cos
2 θ ,
∆ = r
2 − 2Mr + a
2 + Q
2 . (2.18)
Auch diese Metrik und ihre Eigenschaften werden wir im Folgenden noch näher
kennenlernen (siehe Kapitel 3.4 und 3.5).
Die Kosmologie
In der Kosmologie wird das Weltall und seine Dynamik vom Urknall an als Gan-
zes beschrieben. Obwohl die Kraft der elektromagnetischen, der schwachen und
der starken Wechselwirkung um Größenordnungen über der Gravitationskraft lie-
gen, so spielen sie alle bei großen Entfernungen keine Rolle mehr, denn die La-
dungendieserKräfteneutralisierensich.ZurBestimmungderDynamikdesWeltalls
auf großen Skalen sind daher nur die Feldgleichungen der Gravitation relevant.14KAPITEL 2. DIE KLASSISCHE ALLGEMEINE RELATIVITÄTSTHEORIE
Der zentrale Ausgangspunkt ist dabei das sogenannte »kosmologische Prin-
zip« . Dieses besagt, dass das Universum auf großen Skalen überall und in alle
Richtungen gleich ist. Mit diesen Eigenschaften der Homogenität und Isotropie
wird die Materiedichte des Universums wie ein Gas behandelt, wobei hier ganze
Galaxien die Rolle der Moleküle übernehmen. Das kosmologische Prinzip wird in
hoher Genauigkeit bestätigt durch die Isotropie der kosmischen Hintergrundstrah-
lung (CMB – Cosmic Microwave Background) . Im Rahmen der Kosmologie
werden
Er nimmt den Energie-Impuls-Tensor eines idealen Gases der Dichte ρ und
Druck p mit der Vierergeschwindigkeit uµ:
Tµν = (ρ + p)uµuν − pgµν (2.19)
und setzt diesen als Quellterm in die Einsteinschen Feldgleichungen ein. Viel-
leicht addiert er noch einen Term für eine mögliche Energiedichte des Vakuums
Λgµν hinzu, dabei führt er die kosmologische Konstante Λ ein. Als Lösung der
Feldgleichungen erhält er die sogenannten »Robertson-Friedmann-Walker« Me-
triken mit dem Linienelement (siehe z.B. [7, 8])
ds
2 = −dt
2 − R
2(t)
h
dχ
2 + Σ
2

dθ
2 + r
2 sin
2 θdφ
2
i
, (2.20)
wobei Σ = sinχ,χ oder sinhχ, je nachdem ob das Universum positive, keine
oder negative Krümmung hat. Der sogenannte »Weltradius« R hängt dabei mit
dem Materiegas des Universums über die Gleichungen
ρ + Λ = 3
k + ˙ R2
R2 , p − Λ = −
2R ¨ R + ˙ R2 + k
R2 (2.21)
zusammen, wobei k= 1,0,−1, entsprechend den drei verschiedenen Lösungen
ist. Diese Gleichung erhält man aus den Einsteinschen Feldgleichungen durch ein-
setzen der Metrik (2.20). Wie schon zuvor benötigen wir nun eine Zustandsglei-
chung ρ(p), um das Gleichungssystem zu schließen. In der zeitlichen Entwicklung
des Universums ist dabei vor allen Dingen interessant:
• Das heutige Universum mit p  ρ, in dem wir den Druck p vernachlässigen
können.
• Und das frühe strahlungsdominierte Universum mit 3p = ρ.
Mit diesen Gleichungen erhält man nun die Dynamik des Weltradius, abhän-
gig von den eingegangenen Parametern k und Λ. Es bleibt die Frage, wie der2.2. ANWENDUNGEN 15
Anschluss an die Beobachtung aussieht und ob man daraus auf das verwirklich-
te Modell des Universums und den aktuellen Zeitpunkt der Entwicklung zurück
schliessen kann.
Dazu betrachten wir Licht der Frequenz ν0, das in unserem Universum zur
Zeit t1 am Ort χ1 ausgesandt wird und zur Zeit t0 am Ort χ0 empfangen wird. Das
Licht breite sich rein in radialer Richtung aus, es ist also dθ =dφ = 0. Wie sieht
die Frequenz ν0 beim Empfänger aus? Wir stellen also die Frage nach der kosmo-
logischen Rotverschiebung. Dazu betrachten wir eine Wellenlänge des Lichtes,
ausgesandt zwischen ta
1 und te
1 und angekommen zwischen den Zeitpunkten ta
0
und te
0.
Das Verhältnis von entsandter zu empfangener Frequenz ist antiporportional
demderdazugehörigenSchwingungsdauernT0,T1.Dag00 = −1ist,hängendiese
wie folgt zusammen mit der Eigenzeit der Beobachter
ν0
ν1
=
T1
T0
=
te
1 − ta
1
te
0 − ta
0
. (2.22)
Für das Licht ist ds2 = 0, es bewegt sich also auf Kurven mit dχR(t) = ±dt.
Nun erhalten wir durch Integration über die Lichtstrahlen
χ1 − χ0 =
Z χ1
χ0
dχ =
Z ta
1
ta
0
dt
R(t)
=
Z te
1
te
0
dt
R(t)
(2.23)
oder auch
0 =
Z ta
1
ta
0
dt
R(t)
+
Z te
0
te
1
dt
R(t)
=
Z te
0
ta
0
dt
R(t)
−
Z te
1
ta
1
dt
R(t)
≈
ta
0 − te
0
R(t0)
−
ta
1 − te
1
R(t1)
. (2.24)
Im letzten Schritt sind wir dabei davon ausgegangen, dass für die zeitliche Ände-
rung des Weltradius ta
0−te
0 und ta
1−te
1 sehr kleine Zeitschritte sind. Setzen wir nun
noch ein , dass t0 die heutige Zeit sei, die Empfangszeit, und R(t0) = R0 genannt
wird. Damit erhalten wir für die kosmologische Rotverschiebung, die normaler-
weise mit z bezeichnet wird
1 + z =
ν0
ν1
=
R0
R(t1)
. (2.25)
Nun gilt es noch, diese Relation und die dimensionslose Koordinate χ mit dem
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halber setzen wir uns, den Empfänger, in den Ursprung des Koordinatensystemes:
χ0 = 0. Wie wir dem Linienelement (2.20) entnehmen, ist der heutige (t = t0)
Abstand zwischen Sender und Empfänger des betrachteten Lichtpulses gegeben
durch l = R(t0)(χ1−χ0) = R0χ1. Ähnlich wie in (2.23) können wir dies schrei-
ben als
l = R0
Z t0
t1
dt
R(t)
. (2.26)
Wir setzen nun eine Taylorentwicklung von R um den heutigen Zeitpunkt
t0 von zweiter Ordnung an. Für l benötigen wir nur eine Entwicklung von R−1
in erster Ordnung, da in (2.26) noch integriert wird. Ein Punkt kennzeichnet die
partielle Ableitung nach t, der Index 0 ist jeweils der Wert an der Stelle t0
R(t) ≈ R0 + ˙ R0(t − t0) +
1
2
¨ R0(t − t0)
2 (2.27)
1
R(t)
≈
1
R0
+
˙ R0
R2
0
(t − t0) . (2.28)
Damit erhalten wir zunächst durch Einsetzen von (2.28) in (2.26)
l ≈ (t0 − t1) +
1
2
H0(t0 − t1)
2 mit H0 =:
˙ R0
R0
, (2.29)
wobei H0 die sogenannte »Hubble-Konstante« ist, ein Maß für die momentane
Expansionsrate des Universums. Als Hubble-Rate im allgemeinen bezeichnen wir
die Größe
H(t) =:
˙ R
R
. (2.30)
Weiter erhalten wir außerdem durch Einsetzen von (2.28) in (2.25) für z
z ≈ H0(t0 − t1) + H
2
0

1 +
q0
2

(t0 − t1)
2 mit q0 =:
¨ R0R0
˙ R0
, (2.31)
wobei q0 der dimensionslose »Akzelerationsparameter« ist, ein Maß für die heu-
tige Beschleunigung der Expansion des Universums. Für q0 > 0 verlangsamt sich
die Expansion, für q0 < 0 wird sie schneller.
Zu guter Letzt stellen wir jetzt die Relation zwischen der Rotverschiebung
z und der Entfernung zur Lichtquelle l her indem wir (2.29) nach t0 − t1 auf-
lösen und damit in (2.31) die Zeitdifferenz eliminieren. Damit erhalten wir die
Rotverschiebungs-Entfernungsrelation2.2. ANWENDUNGEN 17
z ≈ H0l +
1
2
(H0l)
2 (1 + q0) . (2.32)
Die hier eingeführten Parameter H0 und q0 sind durch Beobachtung ferner Ga-
laxien messbar und hängen über die Bewegungsgleichungen mit den Parametern k
und Λ zusammen, sowie über die Zustandsgleichung mit der Materiedichte ρ des
Universums. Analysen von astrophysikalischen Daten lässt daher Rückschlüsse
auf kosmologische Fragen wie etwa dem Alter des Universums oder der kosmolo-
gischen Konstante zu. Leider sind sowohl die Messwerte als auch die eingehenden
Schätzungen über die Materiedichte bis heute mit einer Unsicherheit behaftet, die
es nicht zulässt, einen der Fälle deﬁnitiv auszuschließen.
Wesentliche Fortschritte in der Messung von H0 konnten mit dem »Hubble
space telescope« erreicht werden. Das Ergebnis der Messungen ist [13]
H0 = 72 ± 8kms
−1Mpc
−1 . (2.33)
Das kosmologische Prinzip ist also eine vereinfachte Annahme, die uns das
Universum als ein Materiegas beschreibt. In den letzten Jahrzehnten rückte das
Intersse vom Prinzip der Homogenität und Isotropie hin zu den nun messbaren in-
teressant Abweichungen vom Prinzip: die Nicht-Homogenitäten des Universums,
wie etwa unsere Galaxie. Die moderne Kosmologie beschäftigt sich daher heu-
te unter anderen mit den Fragen, wie die Galaxienbildung von statten gegangen
ist, wie die Fluktuationen im CMB zu deuten sind und welcher Zusammenhang
zwischen diesen Anisotropien besteht.
Lineare Näherung
Die Einsteinschen Feldgleichung sind nichtlinear. Dies erschwert die Suche nach
LösungenderDifferentialgleichungenfürgµν sehr.FürschwacheFelderkannman
jedoch eine Störung um den ﬂachen Raum ansetzen
gµν = ηµν + Ψµν (2.34)
und nichtlineare Terme in Ψ vernachlässigen. Mit einer geeigneten Eichung, der
sogenannten »harmonischen Eichung«
∂νΨ
ν
µ =
1
2
∂µΨ
ν
ν , (2.35)
entkoppeln die entstehenden Gleichungen – ähnlich wie in der Elektrodynamik.
Man erhält dann in der lineaeren Näherung [7, 8, 9]
2Ψµν = −

Tµν −
1
2
ηµνT

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also eine Wellengleichung für die Störterme der Metrik mit einem Quellterm, der
durch den Energie-Impuls Tensor generiert wird. Man erhält Gravitationswellen,
periodische Änderungen der Metrik unseres Raumes.
Im freien Raum mit Tµν = 0 ﬁndet man Lösungen für diese Gleichungen auf
dem üblichen Wege mit dem Ansatz
Ψµν = Pµνe
ikαxα
+ P
∗
µνe
−ikαxα
(2.37)
mit dem symmetrischen Polarisationstensor Pµν (* ist die komplexe Konjugation)
und dem Wellenzahlvektor kα.
Aus (2.36) folgt durch Einsetzen sofort kµkµ = 0, die Gravitationswellen brei-
ten sich also mit Lichtgeschwindigkeit aus. Die Eichung (2.35) erlegt dem Pola-
risationstensor Einschränkungen auf. Die nähere Untersuchung [7, 8] zeigt, dass
sich daraus ergibt, dass die Wellen den Spin 2 haben müssen. Ein Ergebnis, dass
uns aus differentialgeometrischer Sicht nicht überrascht, denn schliesslich handelt
es sich hier um einen Tensor zweiter Ordnung, was das Verhalten unter Rotationen
und damit auch den Spin bereits festlegt.
Es ist mit Hinsicht auf den Welle-Teilchen-Dualismus naheliegend, auch dem
Gravitationsfeld Bosonen zuzuordnen, die die Wechselwirkung übertragen. Man
nennt diese zu den Gravitationswellen gehörigen Teilchen auch »Gravitonen«.
Gravitonen haben im Gegenteil zu Photonen in der vollen Theorie eine Selbst-
wechselwirkung, die in der linearen Näherung jedoch nicht mehr auftritt. Es ist
möglich,dieobenerhalteneWellengleichungaufdemkanonischenWegezuquan-
tisieren und so eine Quantentheorie der Gravitation aufzuschreiben. Leider zeigt
sich, dass dieser so erhaltene Ansatz nichtrenormierbar ist, und daher für weitere
Erkenntnisse nicht brauchbar.
Die Gravitationwellen zeigen in vielerlei Hinsicht dieselben Eigenschaften,
wie wir von der Elektrodynamik gewohnt sind. So werden etwa von Beschleu-
nigten Systemen Wellen ausgesandt, wodurch diese Energie verlieren. Einer der
Hauptunterschiede ist, dass das kleinste Moment der Gravitationswellen, welches
Energie transportiert, das Quadrupolmoment ist.
Das Monopolmoment trägt aus denselben Gründen wie in der Elektrodynamik
nicht zum Energietransport bei, man ersetze in der Multipolentwicklung die La-
dung Q durch M. Führen wir den Vergleich weiter. Erinnern wir uns, dass dem
Dipolmoment in der Elektrodynamik eine Gesamtleistung L ∝ ¨ de zugeordnet
wird, wobei de das Dipolmoment de =
P
qiri ist mit qi als Ladung zum Teil-
chen mit der Position ri. Die Übertragung in die Gravitationstheorie liefert, dass
de in ein Massen-Dipolmoment dm =
P
miri übergeht, dessen erste Ableitung
˙ dm der Gesamtimpuls des Systems ist. Dieser ist nun im Gegenteil zur Elektrody-
namik eine Erhaltungsgröße, weshalb für den Dipolanteil der Gravitationswellen
L ∝ ¨ dm = 0 ist. Erst der nächst höhere Term der Multipolentwicklung – das
Quadrupolmoment – kann Energie vom System nach Unendlich transportieren.2.3. EXPERIMENTELLE TESTS 19
Weiteres über Gravitationswellen ﬁndet sich auch im folgenden Abschnitt auf
S. 25 ff.
2.3 Experimentelle Tests
Die Messungen von Michelson und Morley, sowie der Versuch von Eötvös haben
das experimentelle Fundament der ART gelegt. Einsteins theoretischer Entwurf
des Gebäudes wurde im ersten Jahrzehnt nach Veröffentlichung rasch mit ersten
Bestätigungenabgestützt.DiePeriheldrehungdesMerkurunddieLichtablenkung
an der Sonne verhalfen Einsteins Idee zum Durchbruch. Etwa von 1920 bis 1960
blieb der Rohbau ART jedoch unverändert. Erst durch die Weiterentwicklung der
technischen Möglichkeiten konnte eine Anzahl neuer Experimente in Angriff ge-
nommen werden. Die Genauigkeit früherer Versuche konnte erheblich verbessert,
viele Alternativtheorien ausgeschlossen weden. Heute bestätigen zahlreiche Mes-
sungen die Vorhersagen der ART und man beginnt zu erkunden, wo noch Platz
für einen Ausbau ist, versucht zu erkennen, wie eine Vereinheitlichte Theorie die
ART mit dem Standardmodell verbinden kann.
Wir wollen uns hier in aller Kürze diesem auch geschichtlich wichtigen Sek-
tor der ART zuwenden. Man siehe dazu auch [9, 14, 15] oder den schönen Über-
sichtsartikel [16].
Nach Newton
Aus Einsteins Feldgleichungen erhält man in erster Näherung das Newtonsche
Gravitationsgesetz wieder (siehe dazu auch S. 31 ff ). Dies ist die sogenannte
»Newtonsche Näherung«. Dabei betrachtet man langsame Bewegungen im Ver-
gleich zur Lichtgeschwindigkeit v  c und schwache Gravitationsfelder, dh. die
Metrik weicht wenig vom ﬂachen Raum ab: gµν = ηµν + Ψµν mit |Ψµν|  1.
Es gab und gibt verschiedene Alternativtherorien zur ART, darunter etliche,
die nach heutigen Experimenten ausgeschlossen werden können. Dazu parametri-
siert man die Abweichungen von der Newton-Näherung und quantiﬁziert damit
die Vorhersage der ART oder ihrer Konkurrenten. Diese Parameter gehen in Be-
rechnungen experimenteller Daten ein und können damit bestimmt werden. Die-
ses Verfahren ist als »Parametrisiert - Post - Newtonsch« (engl. »Parametrized -
Post - Newtonian«) – PPN bekannt.
Die wohl bekannteste Modiﬁkation der ART sind die Skalar-Tensor Theorien,
in denen zusätzlich zur Metrik noch ein Skalares Feld existiert. Ein Beispiel dieser
Theorie ist der Brans-Dicke Ansatz. Nach heutigen Messungen kann ein solches
Feld nur existieren, wenn es auf Skalen an die Gravition ankoppelt, die bis heute
nicht experimentell erschlossen wurden, d. h. bei sehr hohen Energien 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oder sehr kleinen Längen  mm.
Das Eötvös-Experiment
Einsteins Ausgangspunkt auf dem Weg ins Dickicht der ART war sein berühm-
tes Gedankenexperiment mit dem Fahrstuhl. Kann ein Physiker, der sich in der
geschlossenen Kabine eines Fahrstuhls aufhält, unterscheiden ob er in einem Gra-
vitationsfeld ruht und daher fest auf dem Boden steht, oder ob der Fahrstuhl nach
oben beschleunigt wird?
Einsteins Antwort auf diese Frage ist »Nein«. Zumindest, solange der Fahr-
stuhl ausreichend klein ist – so klein, dass Gezeitenkräfte nicht gemessen werden
können. Lokal soll die Physik im Gravitationsfeld dieselbe sein wie die, in einem
beschleunigten Bezugssystem im ansonsten ﬂachen Raum. Das aber heißt, dass
die »träge Masse« mt, also die Masse, die beschleunigt werden muss, gleich der
»schweren Masse« ms ist, der Masse, die gravitiert.
Das erste Experiment zur Überprüfung der Gleichheit von schwerer und träger
Masse wurde von Baron Eötvös im Jahre 1890 durchgeführt und in seiner Genau-
igkeit nach und nach gesteigert. Bereits im Jahre 1922 gelang es Eötvös, eine so
hohe Präzision zu erreichen, dass die Abweichung des Verhältnisses ms/mt von
1 unter der Größenordnung 10−9 liegen musste. Zwischen 1960 und 1963 wur-
de diese Genauigkeit von Dicke et al. bis auf 10−11 gesteigert, heute liegt sie bei
4 × 10−13 [17].
Bei diesem Experiment macht man sich zunutze, dass die Gravitationkraft Fg
von der schweren Masse ms abhängt, die Beschleunigung durch die Zentripetal-
kraft Fz aufgrund der Erdrotation jedoch von der trägen Masse mt. Eötvös be-
festigte zwei Gewichte an den Enden eines Balkens, der mit einem feinen Draht
aufgehängt war. Die Gleichgewichtsbedingung der Kräfte Fg und Fz ist abhängig
vom Verhältnis der schweren zu trägen Massen, resultierend in einer Auslenkung
des Drahtes. Der Aufbau des Experimentes ist schematisch in Abbildung 2.1 zu
sehen.
Dicke et al. [18] verwendeten stattdessen das Gravitationsfeld der Sonne, so-
wie die Zentripetalkraft, die aus der Erdbahn um die Sonne resultiert. Da sich
der Winkel des Versuchsaufbaus zur Richtung Erde - Sonne im 24 Stunden Rhyt-
mus ändert, konnten damit Abweichungen, die mit anderen Frequenzen auftraten,
herausgeﬁltert und der Messfehler weiter gesenkt werden.
Lichtablenkung
Weltberühmt ist Einsteins Formel E = mc2. Ein Photon mit verschwindender
Ruhemasse hat eine relativistische Masse, die es durch seine kinetische Energie
bekommt. Das sagt uns die Spezielle Relativitätstheorie. Die Allgemeine Relati-2.3. EXPERIMENTELLE TESTS 21
Abbildung 2.1: Skizze des Experimentes von Eötvös
vitätstheorie fügt nun hinzu, dass Energie wie auch Masse gravitiert. Ein Photon
»fällt« also im Schwerefeld.
Gibt man dem Photon eine Masse, so fällt es natürlich auch in der Newton-
schen Gravitation. In der ART ist die Ablenkung jedoch um den Faktor zwei
größer. Man erhält dieses Ergebnis nach einer Näherung der Metrik in erster Or-
dung, wobei wegen der Geschwindigkeit der Photonen der Newtonsche Limes
für kleine Geschwindigkeiten nicht vollzogen werden kann. Daher trägt die gtt-
Komponente der Metrik zum Ablenkungswinkel bei – ein Faktor, der bei Newton
nicht auftaucht.
Dieser Effekt ist umso größer, je näher das Photon dem gravitierenden Körper
kommt und je höher dessen Masse ist. Es bietet sich daher die Sonne an. Leider
hat die Sonne die Eigenschaft, meist ziemlich hell zu scheinen, so dass man in
ihrer Nähe kaum die wenigen interessanten Photonen aus den unzähligen ande-
ren herauspicken kann. Eine Ausnahme bildet da eine Sonnenﬁnsternis, bei der
es möglich ist, Sterne auch am Rande der Sonne zu beobachten. Das Licht die-
ser Sterne geht dann wie gewünscht nahe am Rand der Sonne vorbei. Misst man
deren Position und vergleicht sie mit den berechneten Daten aus Beobachtungen,
während der die Sonne nicht in der Bahn des Lichtes liegt, so erhält man die ge-
wünschte Größe. Dabei wird der Ablenkungswinkel δ angegeben, der Winkel, der
zwischen den asymptotisch geraden Strecken zur Sonne und von der Sonne weg
liegt (siehe Abb. 2.2). Einsteins Vorhersage der ART liegt bei δ = 1.7500.22KAPITEL 2. DIE KLASSISCHE ALLGEMEINE RELATIVITÄTSTHEORIE
Abbildung 2.2: Lichtablenkung im Schwerefeld der Sonne.
Bereits 1914 fand in Russland eine Sonnenﬁnsternis statt. Eine dorthin geplan-
te Expedition konnte aber wegen des ersten Weltkrieges nicht stattﬁnden. Erst am
29. Mai 1919 bot sich eine weitere Sonnenﬁnsternis nahe dem Äquator in Süd-
amerika und Afrika an. Einstein hatte nun eine Ablenkung vorausgesagt, die das
Doppelte dessen betrug, was nach allen alten Berechnungen zu erwarten war. Es
konnten bei dieser Sonnenﬁnsternis mehrere Aufnahmen der sichtbaren Sternpo-
sitionen gemacht werden. Diese Positionen wurden mit nächtlichen Aufnahmen
dieserHimmelsgegendverglichen.ObwohldasErgebisderMessungenalsDurch-
bruch der ART gefeiert wurde, war der Wert eigentlich viel zu ungenau für eine
deﬁnitive Aussage. Es ergab sich 1.500 < δ < 2.200. Die Vorhersage aus der New-
tonsche Gravitation wurde damit allerdings ausgeschlossen.
Rotverschiebung im Schwerefeld
Dem Äquivalenzprinzip zufolge wirkt die Schwerkraft der Erde auch auf Licht.
Bewegt sich ein Photon von der Erde fort, so braucht es Energie, um gegen die
Gravitation anzukommen. Mit der Relation E = hν sieht man sofort, dass dabei
die Frequenz des Lichtes sinkt. Es wird rotverschoben.
Dieser Effekt tritt auch im Newtonschen Gravitationspotential auf, sofern man
dem Licht eine träge Masse aufgrund seiner Energie zuspricht. Eine Messung der
Rotverschiebung ist daher eine Bestätigung des Äquivalenzprinzipes. Die spezi-
elle Form der Einsteinschen Theorie geht nicht ein.
DieRotverschiebungimSchwerefeldderErdewurdeineinerReihevonExpe-
rimenten in den Jahren 1960-1965 von Pound, Rebka und Snider [19] untersucht.
Dabei wurde die Frequenzänderung von Gammastrahlung gemessen, die von 57Fe
ausgesandt wurde und sich im Turm des physikalischen Labors der Harvard Uni-
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konnte dabei die Verschiebung der Resonanzfrequenz auf 1% genau gemessen.
Der Test, der bis heute die Rotverschiebung am exaktesten bestätigt, ist das
Experiment von Vessot und Levine [20], auch bekannt unter dem Namen »Gra-
vity Probe A«. Im Juni 1976 brachten sie einen Wasserstoff-Maser mithilfe einer
Rakete in einer nahezu senkreckten Bahn auf eine Höhe von 10.000 km. Über
den ganzen Flug wurde die ausgesandte Frequenz der Maser - Strahlung gemes-
sen und mit der in der Bodenstation verglichen. Vessot und Levine erreichten eine
Genauigkeit von 70 × 10−6.
In anderen Experimenten wurde die Verschiebung von Spektrallinien im Gra-
vitationsfeld der Sonne oder weissen Zwergen gemessen, doch konnten sie wegen
der auftretenden Beobachtungsschwierigkeiten nie eine beonders hohe Genauig-
keit erreichen.
Periheldrehung
Nach Keplers Gesetzen bewegen sich die Planeten auf Ellipsen, in deren einem
Brennpunkt die Sonne liegt. Bereits seit Anfang des 19. Jahrhunderts war aber
über den sonnennächsten Planeten unseres Systemes, Merkur, bekannt, dass sei-
ne Ellipsenbahn nicht geschlossen ist. Der sonnennächste Punkt der Bahn, das
»Perihel« 3, bleibt nicht unverändert, sondern er verschiebt sich jährlich. Dadurch
ergibt sich eine Rosettenbahn (siehe Abb. 2.3). Diese Verschiebung ist extrem ge-
ring und wird üblicherweise in Bogensekunden pro Jahrhundert [00/Jh] angegeben.
In dieser Zeit umkreist der Merkur etwa 415 mal die Sonne. Dabei liegt seine
»Perihelverschiebung« nach heutigen Messungen bei etwa (43.11 ± 0.45)00/Jh.
Mittedes19.JahrhundertsuntersuchtederfranzösischeAstronomUrbainJean
Joseph Le Verrier, ob die Störungen der anderen Planeten die Bahnabweichung
des Merkur erkären konnten. Der Einﬂuss der anderen Planeten reichte jedoch bei
weitemnichtaus,dieRosettenbahndesMerkurzuerzeugen.Nachdemdamaligen
Stand der Astronomie wäre eine bisher unentdeckter sonnennaher Planet durchaus
möglich und eine gute Erklärung gewesen. Man gab diesem Planten den Namen
»Vulkan«. Dieses Rezept hatte schon 1820 zur Entdeckung des Planeten Neptun
geführt, der die Bahn des Uranus beeinﬂusst.
Der Planet Vulkan wurde nicht gefunden. Stattdessen versuchte man, die Peri-
helverschiebung des Merkurs mit dem Quadrupolmoment der Sonne zu erklären.
Die Sonne ist keine vollkommene Kugel, sondern leicht abgeplattet und so hat ihr
Gravitationsfeld höhere Multipolmomente. Dieses führt dazu, dass die Bahnen
insbesondere der sonnennächsten Planten, von der newtonschen Ellipse abwei-
chen. Man kann das Quadrupolmoment der Sonne abschätzen, indem man an-
3Der Begriff »Perihel« setzt sich aus den zwei griechischen Worten »peri« – »um-herum« und
»helios« – »die Sonne« zusammen.24KAPITEL 2. DIE KLASSISCHE ALLGEMEINE RELATIVITÄTSTHEORIE
Abbildung 2.3: Perihelverschiebung des Merkur.
setzt, dass es durch ihre eigene Rotation verursacht wird [16]. Auch dieser Effekt
vermag die Bahnabweichungen nicht vollkommen zu erklären.
Bereits in der Post-Newtonschen Näherung der Schwarzschildmetrik (3.4), die
das Gravitationsfeld der Sonne als eine Lösung von Einsteins Feldgleichungen
beschreibt, ergibt sich eine Übereinstimmung von Theorie und Experiment der
Periheldrehung bis auf eine Genauigkeit von 5 Promille.
Zeitdilatation
Die spezielle Relativitätstheorie sagt vorher, dass beschleunigte Uhren langsamer
laufen als ruhende. Die ART liefert einen solchen Effekt auch im Gravitations-
feld. Uhren, die sich in der Nähe massiver Körper beﬁnden, laufen langsamer, als
solche, die sich weiter weg beﬁnden.
Ursprünglich war geplant, diese Zeitdilatation zu messen, indem man den
Gang einer Atomuhr in einem Erdsatelliten mit dem einer Atomuhr auf der Erd-
oberﬂäche vergleicht. Die Genauigkeit der Cäsium-Uhren stieg jedoch so rasch,
dass man schliesslich darauf verzichtete und normale Verkehrsﬂugzeuge benutzte.
Dabei werden Geschwindigkeits- und Gravitationseffekte der Zeitdilatation kom-
biniert.
J. Hafele und R. Keating führten einen solchen Versuch im Jahre 1971 durch.
Ein ganz ähnliches Experiment von C. Alley et al. 1975 erreichte eine höhere
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vitative Effekt wird jedoch durch das o.g. Experiment zur Rotverschiebung von
Vessot und Levine mit dem Wasserstoff - Maser mit hoher Präzision abgedeckt.
Die Frequenzänderung der Strahlung entspricht dabei einer Änderung des Uhren-
taktes. Ein aus der Höhe von 10.000 km ausgesandtes Signal wird bei Annäherung
an die Erde blauverschoben. Ein Taktgeber mit dieser Quelle schafft also mehr Si-
gnale in der gleichen Zeiteinheit – die Zeit verstreicht schneller.
Laufzeitveränderung
Das Gravitationsfeld eines massereichen Körpers lenkt das Licht nicht nur ab, wie
es bei der Lichtablenkung geschieht und zu einer scheinbaren Positionsverände-
rung der Sterne führt. Zusätzlich braucht der von Einsteins Theorie vorhergesagte
Weg auch mehr Zeit. Das Licht ist länger unterwegs, um den gekrümmten Raum
zu durchqueren, als denselben Weg in einen ungekrümmten Raum mit Newton-
schem Potential zurückzulegen.
Ein Experiment, das diese Laufzeitveränderung überprüft, wurde 1964 von
I. Shapiro [21] vorgeschlagen und in den folgenden Jahren unter seiner Leitung
durchgeführt. Dabei wird ein Radardsignal von der Erde ausgesandt, an einem
Planeten reﬂektiert und die Zeit bis zu seiner Rückkehr auf die Erde gemessen.
Für diesen Versuch wurde zunächst die Venus als Reﬂektor benutzt. Die von der
ART vorhergesagte Laufzeit ist dabei rund 10−4 Sekunden größer, als die von der
Newtonschen Theorie vorhergesagte. Da die Bahn der Venus mit hoher Präzisi-
on bekannt ist, konnte die Entfernung bestimmt und so die zusätzliche Laufzeit
berechnet werden.
Im Jahre 1971 veröffentlichten Shapiro und seine Mitarbeiter die Ergebnisse
einer Serie von Experimenten, die Radarreﬂexionen an Venus und Merkur un-
tersuchten [22]. 1975 wurden in einem ähnlichen Verfahren die Laufzeiten von
Radarsignalen ausgewertet, die von den Raumsonden Mariner 6, 7 und 9 in der
Nähe des Planeten Mars ausgesand wurden. Die Genauigkeit der Messungen liegt
heute bei etwa 2 Promille.
Gravitationswellen
In der linearen Näherung entkoppeln die Einsteinschen Feldgleichungen. Die Stö-
rungen der Metrik genügen dann einer Wellengleichung. Es stellt sich natürlich
die Frage, ob man diese Gravitationswellen experimentell beobachten kann.
Ein indirekter Nachweis gelang bereits im Jahre 1978. Der im Jahre 1975 von
J. H. Taylor und R. A. Hulse entdeckte Pulsar PSR 1913+16 ist Teil eines Doppel-
sternsystemes. Mit einer Periode von 0.32 Tagen umkreist er einen nicht sichtba-
ren Begleiter. Diese Situation ist ähnlich zum Hertzschen Dipol in der Elektrody-
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System Energie, die Sterne nähern sich einander an und umkreisen sich dabei im-
mer rascher.
Taylor gelang es, die Abnahme der Bahnperiode zu messen [23], die mit den
Vorhersagen der ART übereinstimmt. 1993 wurde Hulse und Taylor für ihre Ar-
beitderNobelpreisverliehen.DieGenauigkeitderMessungenkonnteseithernoch
wesentlich verbessert werden. Die möglichen Abweichungen von Einsteins Vor-
hersagen liegen demnach inzwischen unter 1%.
Ein Experiment zur direkten Messung von Gravitationswellen astrophysikali-
schen Ursprungs wurde erstmals 1960 von J. Weber an der Universität von Ma-
ryland angegangen. Als »Antennen« benutzte er Aluminiumzylinder von 153 cm
Länge und Durchmessern zwischen 60 und 90 cm. Die Eigenfrequenz dieser Zy-
linder liegt bei 1660 Hz. Um Fehlerquellen zu eliminieren, beobachtete Weber
zwei getrennte Versuchsanordnungen in Maryland und in Chicago, in etwa 1000
km Entfernung. Ein Signal sollte in beiden Orten Anregungen verursachen. Trotz
zahlreicher Koinzidenzen der Messapparatur gelang es Weber aber nie, auszu-
schließen, dass die Daten nicht thermischen oder seismischen Ursprungs waren.
Seit Beginn der 90er Jahre sind verschiedene Projekte zur direkten Messung
von Gravitaionswellen angelaufen, die mit Laser-Interferometern im km-Bereich
arbeiten. LIGO [24] in den USA, VIRGO [25] und GEO 600 [26] in Europa,
ACIGA [27] in Australien und TAMA 300 [28] in Japan.
Zusätzlich gibt es Pläne für Messungen in einem Orbit um die Erde. LISA,
die Laser Interferometer Space Antenna [29], bestehend aus drei Satelliten, die
mehrere tausend Kilometer entfernt sind, könnte besonders im Bereich extrem
niedriger Frequenzen zwischen 10−4 und 10−1 Hz hohe Genauigkeit erreichen.
Der Lense-Thirring Effekt
H. Thirring und J. Lense wiesen erstmals im Jahre 1918 auf einen verblüffenden
Effekt der ART hin [30]. Eine rotierende Masse führt dazu, dass die leere Raum-
zeit in ihrer Umgebung mitrotiert. Inertialsysteme in der Nähe dieser Massen bzw.
frei fallende Beobachter führen also eine zusätzliche Rotation relativ zum Fix-
sternhimmel aus. Am Nord- und Südpol führen die mitbewegten Inertialsysteme
dabei eine Rotation in dieselbe Richtung wie der gravitierende Köper aus; in der
Nähe des Äquators hingegen in entgegengesetzter Richtung. Das Rotationsfeld,
das den Effekt beschreibt, hat die Form eines Dipolfeldes. Man spricht in Analo-
gie zum magnetischen Dipols von »Gravitomagnetismus« oder auch einfach vom
»Lense-Thirring Effekt«.
Zur Berechnung benutzt man den PPN - Formalismus. Dabei zeigt sich, dass
die nach der ART erwartete Rotation extrem gering ist. Es ergibt sich für ein loka-
les Inertialsystem in einer polaren Umlaufbahn um die Erde eine Abweichung von
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einen Kreisel in einem Satelliten auf eine Umlaufbahn um die Erde zu schicken.
Die Kreiselachse bleibt dabei konstant in Bezug auf das lokale Inertialsystem,
führt also die zusätzliche Drehung mit aus. Die Messung des Effektes wird da-
durch erschwert, dass der Kreisel zusätzlich die »Geodätische Präzession« aus-
führt, die durch die Bewegung auf der Umlaufbahn selber zustande kommt und
um den Faktor 100 größer ist.
Das Experiment »Gravity Probe B« [31] der Stanford Universität in Zusam-
menarbeit mit der NASA und der Lockheed - Martin Corporation soll ebenjenen
Effekt testen. Mit Hilfe von vier supraleitenden Kreiseln und einem Teleskop, das
auf den Stern HR8703 (IM Pegasus), ein Doppelstern im Sternbild Pegasus, aus-
gerichtet ist, soll die Präzession relativ zu entfernten Sternen gemessen werden.
Das Experiment soll im April 2003 gestartet werden und voraussichtlich 18 bis 24
Monate dauern.
2.4 Grenzen der ART
Bis jetzt ist es noch nicht gelungen, die gravitative Wechselwirkung zu quantisie-
ren. Trotzdem tut die klassische ART uns gute Dienste und ist in ihren Vorher-
sagen extrem genau. Wir können jedoch mit einigen elementaren Abschätzungen
angeben, ab welcher Skala die Quanteneffekte der Gravitation eine Rolle spielen
sollten. Diese Skala wird auch als »Planck-Skala« bezeichnet.
Wir erhalten sie aus der Überlegung, dass Quanteneffekte einer Energie- (bzw.
Masse-) Menge mp mit dazugehöriger Comptonwellenlänge lp = ¯ h
cmp nicht mehr
vernachlässigbar sind, wenn eine Masseﬂuktuation mp im Gebiet der Wellenlänge
lp eine wesentliche Modiﬁkation der Metrik gegenüber dem ﬂachen Raum also
∆g ≈ 1 ergibt.
Um einen Eindruck von der Größe der Fluktuation zu bekommen, betrachten
wir die Schwarzschildmetrik mit dem Linienelement (2.17). Die Abweichungen
von der Minkowskimetrik sind von der Größenordnung
∆g ≈
2MG
rc2 . (2.38)
Nach Einsetzen der zu ﬁndenden Werte mp und lp der Planck-Skala und der
Forderung, dass die Fluktuation von der Größenordnung 1 sein soll (die 2 können
wir dabei vergessen)
mpG
lpc2 ≈ 1 (2.39)28KAPITEL 2. DIE KLASSISCHE ALLGEMEINE RELATIVITÄTSTHEORIE
⇔ mpG ≈ lpc
2 =
¯ hc
mp
(2.40)
⇒ mp ≈
s
¯ hc
G
, lp ≈
s
¯ hG
c3 (2.41)
Nach Einsetzen der Konstanten
G = 6,668 · 10
−8g
−1cm
3s
−2
¯ h = 1,054 · 10
−27g cm
2s
−1
c = 2,99793 · 10
10cm s
−1 (2.42)
erhalten wir:
lp ≈ 10
−33cm ≈ 10
−20 fm
mp ≈ 10
−5g ≈ 1.22 × 10
19 GeV
tp ≈ 10
−43s ≈ 10
−20fmc
−1 , (2.43)
wobei tp die zu lp gehörende Zeit ctp = lp ist.Kapitel 3
Schwarze Löcher
3.1 Die Schwarzschildlösung
Stellare Objekte besitzen in der Regel eine nahezu kugelsymmetrische Materie-
verteilung. Zusätzlich kann eine Rotation um eine den Schwerpunkt kreuzenden
Achse vorliegen. Die Auswirkungen dieser Rotation auf die Metrik und damit auf
das Schwerefeld des Körpers, sind bei den dabei typischen Drehimpulsen jedoch
sehr gering und kaum observabel (siehe dazu auch S. 26 ff : Der Lense-Thirring-
Effekt).
In diesem Kapitel werden wir uns diesem kugelsymmetrischen Fall der Ma-
terieverteilung mit und ohne Rotation, der das größte Gebiet der Astrophysik ab-
deckt, näher zuwenden. Die wichtigsten Begriffe aus der ART und der Astrophy-
sik, die für uns von Belang sein werden, werden dabei kurz erläutert.
Besonders ausführlich werden dabei die Schwarzschildlösung und ihre Kon-
sequenzen behandelt. Außerdem werden wir kurz auf die Klassiﬁkation und Be-
obachtung von Schwarzen Löchern eingehen.
3.2 Die Feldgleichungen unter Kugelsymmetrie
Um die allgemeinste Form des metrischen Tensors unter Annahme von Kugel-
symmetrie zu ﬁnden, ist es zweckmäßig, für die räumlichen Koordinaten Kugel-
koordinaten (r,θ,φ) mit den orthonormalen Basiseinheitsvektoren er,eθ,eφ zu
verwenden. Zudem steht es uns frei, die Zeitkoordinate mit der Richtung et so
zu wählen, dass sie senkrecht auf den Raumkoordinaten steht. Es ist also eter =
eteθ = eteφ = 0 oder äquivalent gtr = gtφ = gtφ = 0. Man nennt dies auch die
zeitorthonormale Eichung.
Der Ansatz für die verbleibenden Komponenten der Metrik, der nun von den
Koordinaten θ und φ unabhängig sein soll, hat das Linienelement
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ds
2 = −α(r,t)dt
2 + β(r,t)dr
2 + r
2(dθ
2 + sin
2 θdφ
2) . (3.1)
Mit diesem Ansatz geht man nun in die Einsteinschen Feldgleichungen ein,
die sich im Vakuum (2.9) vereinfachen zu
Rµν = 0 (3.2)
und erhält dadurch partielle Differentialgleichungen für die Funktionen α und β.
Wir wollen hier nur kurz die Ergebnisse festhalten, da die Zwischenschritte in der
Literatur ([7, 8, 9, 10, 32] und andere mehr) ausführlich dokumentiert sind und
für uns im Folgenden nicht weiter von Belang sind.
Zunächst einmal ergibt sich aus obigem Ansatz ohne weitere Annahmen, dass
das Gravitationsfeld statisch ist, also α(r,t) = α(r) und β(r,t) = β(r). Diese
Tatsache ist auch als das »Birkhoff-Theorem« bekannt. Des Weiteren läßt sich die
Metrik unter Auswahl eines asymptotisch ﬂachen Koordinatensystemes
− lim
r→∞α(r) = lim
r→∞β(r) = 1 (3.3)
in eine ganz bestimmte Form bringen. Diese Form ist auch als »Schwarzschild-
Metrik« bekannt. Dabei erhält man als Lösung der Differentialgleichungen mit
der Randbedingung der asymptotischen Freiheit, dass α(r)β(r) = 1 gelten muss.
Schliesslich ergibt sich:
Das Birkhoff-Theorem
JedeskugelsymmetrischeGravitationsfeldimVakuumiststatisch.DieMetriklau-
tet
ds
2 = −

1 −
2M
r

dt
2 +

1 −
2M
r
−1
dr
2 + r
2(dθ
2 + sin
2 θdφ
2) , (3.4)
wobei M eine Integrationskonstante ist.
Der Faktor 1 − 2M
r wird üblicherweise γ(r) genannt:
γ(r) := 1 −
2M
r
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3.3 Eigenschaften der Schwarzschild-Lösung
Um die Schwarzschild-Metrik zu verstehen, bedarf es zunächst einer Interpreta-
tion der eingeführten Integrationskonstante M. Wir wollen uns durch eine New-
tonsche Näherung klarmachen, dass M (in unserer dimensionslosen Betrachtung)
nichts anderes als die Masse der gravitierenden Materieverteilung ist. Mit allen
Einheiten lautet diese Integrationskonstante
RS :=
2GM
c2 =
2lpM
mp
(3.6)
und hat die Einheit einer Länge. Sie wird deshalb auch als »Schwarzschild-
Radius« bezeichnet.
WirwissenausexperimentellenErgebnissen,dassdieGeometrieunsererRaum-
zeit in einem durchschnittlichen Sonnensystem wie dem unseren annähernd eukli-
disch ist. Wir setzten daher, um das Newtonsche Gravitationsgesetz anzunähern,
den metrischen Tensor an als
gµν = ηµν + Ψµν mit |Ψµν| << 1 . (3.7)
Die Planeten wollen wir uns als Massepunkte vorstellen. Sie bewegen sich
dann auf Geodäten und ihre Bewegung wird beschrieben durch die Geodätenglei-
chung (siehe (2.14))
d2xµ
dτ2 + Γ
µ
αβ
dxα
dτ
dxβ
dτ
= 0 . (3.8)
Außerdem bewegen sich die Planeten mit Geschwindigkeiten, die klein sind ge-
genüber der Lichtgeschwindigkeit. Wir können also dt
dτ ≈ 1 und dxi
dτ ≈ 0 in (2.14)
einsetzten und erhalten
d2xi
dτ2 ≈
d2xi
dt2 ≈ −Γ
i
tt
 
dt
dτ
!2
(3.9)
≈ −Γ
i
tt = g
ijΓjtt . (3.10)
Nun berücksichtigen wir noch, dass das Gravitationsfeld der Sonne nahezu sta-
tisch ist, d.h. gµν,t ≈ 0. Wir bekommen dann in erster Ordnung in Ψ
d2xi
dt2 ≈ −
1
2
gtt,i . (3.11)
Mit gtt = −

1 − 2M
r

von der Schwarzschildmetrik haben wir schließlich
d2xi
dt2 ≈ −
M
r2 (3.12)32 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
und ein Vergleich mit dem Newtonschen Gravitationspotential lässt dann die Iden-
tiﬁkation von M mit der Masse des gravitierenden Objektes zu.
Sehen wir uns das Linienelement (3.4) noch einmal genau an, so entdecken
wir, dass es an zwei Stellen divergent ist. Beim Schwarzschildradius 2M diver-
giert grr und bei r = 0 divergiert gtt.
Bevorwirunsnäherdamitbeschäftigen,stellenwirfest,dassderSchwarzschild-
Radius für gewöhnliche stellare Objekte schon weit im Inneren der Materievertei-
lung liegt. Der Schwarzschild-Radius der Sonne zum Beispiel beträgt ≈ 3 km; der
Sonnenradius hingegen liegt bei etwa 700.000 km. Im Inneren einer Materiever-
teilung aber gilt die Schwarzschild-Metrik nicht mehr, denn dort verschwindet der
Energie-Impuls-Tensor gewiss nicht.
Wirwollenunsnunüberlegen,welcheBedingungenamSchwarzschild-Radius
herrschen. Zunächst sehen wir uns die Gravitationskraft an. Diese ist natürlich
vom gewählten Koordinatensystem abhängig (insbesondere verschwindet sie im
lokalenBezugssystem,denndortverschwindendieChristoffelsymbolevgl.(2.14)).
Wir wollen dabei den Standpunkt eines Beobachters bei r = ∞ einnehmen, d.h.
wir benutzen Koordinaten, die dort mit denen des Minkowskiraumes identisch
sind, also die Koordinaten der Schwarzschild-Metrik. Wir fragen uns nun, welche
Kräfte wir in radialer Richtung auf ein frei fallendes Objekt der Masse m fest-
stellen würden. Dazu betrachten wir die Gleichung (2.14) und interpretieren als
Kraft
F
r = m
d2ur
dτ2 = −mΓ
r
µνu
µu
ν , (3.13)
wobei uµ die Vierergeschwindigkeit des Objektes ist. Wie wir wissen, hat diese
im lokalen Bezugssystem die Form uˆ µ = (−1,0,0,0), in unseren Koordinaten
ergibt sich damit uµ = (
√
−gtt
−1,0,0,0). Setzen wir dies in obige Gleichung ein,
bekommen wir
F
r = −mΓ
r
µνu
µu
ν = −m
1
2
Γ
r
tt
1
γ
(3.14)
und mit den Formeln aus Abschnitt 3.2. folgt
F
r = −
m
2
(∂rγ)γ
γ
= −
m
2
M
r2 . (3.15)
Beim Schwarzschild-Radius r = 2M erhalten wir damit die sogenannte »Ober-
ﬂächengravitation« κ zu
κ =
1
2
∂rγ



r=RS
=
1
4M
. (3.16)
Sie wird uns später beim Hawking-Effekt als ausschlaggebende Größe wieder
begegnen (siehe z.B. [10], Kap. 12.5.).3.3. EIGENSCHAFTEN DER SCHWARZSCHILD-LÖSUNG 33
Wir wollen uns nun noch überlegen, was ein den Schwarzschild-Radius über-
querender Beobachter verspürt. Da für einen frei fallenden Beobachter die Gravi-
tationskräfte verschwinden, sind für ihn nur die »Gezeitenkräfte« von Interesse.
Diese kommen dadurch zustande, dass die Gravitationskraft mit dem Ort variabel
ist (insbesondere hier mit r−2 für fallende r wächst) und deshalb die Enden un-
seres Beobachters, die schon weiter zum Zentrum gelangt sind, stärker anziehen,
als die, die noch nicht so nahe sind. Dadurch wird er langsam immer weiter ge-
dehnt. Diese Kräfte können wir berechnen, indem wir uns zunächst eine Schar frei
fallender Teilchen vorstellen. Da sie frei fallen, bewegen sie sich auf Geodäten,
deren Kurvenparameter τ sei und die wir mit dem Index n in die Schar einordnen
(siehe Abb. 3.1).
Abbildung 3.1: Zur Berechnung der Gezeitenkräfte
Wir fragen uns nun, wie sich einst benachbarte Geodäten u(τ,n) im Laufe der
Zeit (d.h. mit dem Parameter τ) zueinander verhalten; ob sie sich annähern, ent-
fernen oder, wie es im ﬂachen Raum wäre, in unverändertem Abstand zueinander
verharren.
Die relative Geschwindigkeit zwischen zwei inﬁnitesimal benachbarten Geo-
däten ist für das frei fallende Teilchen auf der Geodäten u(τ,n) durch ∇unµ ge-
geben und entsprechend ist die relative Beschleunigung ∇u∇unµ. Berechnet man
diese Ableitung, so erhält man
∇u∇un
µ = ∇β∇δu
βu
δn
µ = −R
µ
βγδu
βu
δn
γ (3.17)34 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
(diese Formel kann auch dazu dienen, die Krümmung zu deﬁnieren). Setzen wir
nun ein, dass wir uns im mitbewegten Bezugssystem der Teilchen aufhalten, also
uˆ ν = (−1,0,0,0) haben, und nach den Gezeitenkräften F ˆ r
g in radialer Richtung
suchen, also nˆ ν = (0,nˆ r,0,0), dann bekommen wir
F
ˆ r
g = −R
ˆ r
ˆ tˆ rˆ tn
ˆ r = −
2M
r3 n
ˆ r , (3.18)
wobei wir jetzt natürlich auch den Krümmungstensor im mitbewegten Koordina-
tensystem angegeben haben.
Wir sehen also, dass der Riemanntensor, der verantwortlich für die Gezeiten-
kräfte ist, für einen frei fallenden Beobachter beim Schwarzschild-Radius keiner-
lei Besonderheiten aufweist. Seine Komponenten sind bei r = 2M regulär, bei
r = 0 sind einige jedoch tatsächlich divergent. Die Divergenz bei r = 2M scheint
also keinen physikalischen Inhalt zu haben und nur durch das Koordinatensystem,
das wir für die Schwarzschild-Metrik gewählt haben, zustande gekommen zu sein.
Tatsächlich ist die Singularität dort nur scheinbar vorhanden und kann behoben
werden, wie wir gleich sehen werden. Bei r = 0 handelt es sich jedoch um eine
echte Singularität.
Um die Koordinatensingularität beim Schwarzschild-Radius als scheinbar zu
entlarven, wollen wir neue Koordinaten (t,r) → (˜ V ,r) einführen, in denen sich
radial einlaufende Photonen auf Kurven mit ˜ V =const. fortbewegen. Diese Koor-
dinaten werden »Eddington-Finkelstein-Koordinaten« genannt1. Für die radialen
Lichtstrahlen erhalten wir wie zuvor
0 = −γdt
2 +
1
γ
dr
2 ⇔
dt
dr
= ±
1
γ
(3.19)
wobei das Minus zu den einlaufenden Lichtstrahlen gehört. Für diese gilt also
t +
Z r d˜ r
γ
= const. (3.20)
und mit
r
∗ :=
Z r d˜ r
γ(˜ r)
= r + 2M ln|
r
2M
− 1| (3.21)
haben wir ˜ V = t+r∗ gefunden. Setzen wir dt = d˜ V − 1
γdr in das Linienelement
(3.4) ein, so bekommen wir
ds
2 = −γd˜ V
2 + 2d˜ V dr + r
2dΩ
2 . (3.22)
1Genauer: einlaufende Eddington-Finkelstein-Koordinaten. Entsprechend gibt es auslaufende,
in denen die radial auslaufenden Photonen sich auf Kurven mit ˜ U = const. bewegen.3.3. EIGENSCHAFTEN DER SCHWARZSCHILD-LÖSUNG 35
DiesesLinienelementzeigtnunbeimSchwarzschild-RadiuskeineDivergenzmehr!
Die Eddington-Finkelstein-Koordinaten sind in Abb. 3.2 schematisch abge-
bildet. Die zeitartige Koordinate t∗ ist so gewählt, dass die einlaufenden Licht-
strahlen im 45o Winkel laufen, wie wir es gewohnt sind. Wir sehen, dass diese
den Schwarzschild-Radius bei endlicher Bogenlänge kreuzen und an dieser Stelle
keine Besonderheit zeigen. Dies bleibt auch für einlaufende zeitartige Kurven so.
Ein hineinfallender Beobachter braucht also nur eine endliche Eigenzeit, um den
Schwarzschild-Radius zu überqueren. Aber wenn er in äquidistanten Intervallen
seiner Eigenzeit Impulse aussendet, erhält ein Beobachter im asymptotisch ﬂa-
chen Raum sie in immer größeren Zeitabständen und immer mehr rotverschoben.
Er denkt deshalb, es dauert unendlich lange, um hineinzufallen 2. Lichtstrahlen,
die von r < 2M ausgesandt werden, können schließlich überhaupt nicht mehr
entkommen und enden unvermeidlich in der Singularität bei r = 0. Weil das
Gravitationsfeld eines solchen Objektes, dessen Schwarzschild-Radius außerhalb
der Materieverteitung liegt, so stark ist, dass noch nicht einmal Licht entkommen
kann, spricht man auch von einem »Schwarzen Loch«.
Aus der Abbildung ist ebenfalls zu entnehmen, dass ein Stern, der erst einmal
unter seinen Schwarzschild-Radius kollabiert ist, auf einen Punkt zusammenstür-
zen muss und sich dadurch dann auch die Singularität bildet. Denn innerhalb des
Schwarzschild-Radius enden alle zeitartigen Kurven bei r = 0.
Mankannzeigen,dassauchdieEddington-Finkelstein-Koordinatennochnicht
die ganze Raumzeit abdecken, etwa indem man die auslaufenden Strahlen in Abb.
(3.2) zurückverfolgt und feststellt, dass sie t∗ = ∞ bei endlicher Bogenlänge er-
reichen [33]. Diese Raumzeit ist deshalb noch nicht geodätisch vollständig, aber
sie kann analytisch fortgesetzt werden. Dies kann durch die »Kruskal-Szekeres-
Koordinaten« erreicht werden.
Die Transformation von den Koordinaten (r,t) für r > 2M auf die Kruskal-
Szekeres-Koordinaten, die wir mit (u,v) bezeichnen wollen, lautet
u :=
√
γe
r
4M sinh
 t
4M

(3.23)
v :=
√
γe
r
4M cosh
 t
4M

. (3.24)
Das Linienelement nimmt dann die Form
ds
2 =
32M3
r
e
−r
2M(dv
2 − du
2) + r
2dΩ
2 (3.25)
an.
Eine ähnliche Transformation (bis auf Vorzeichen) überträgt die Region 0 <
r < 2M der Schwarzschild-Koordinaten auf die Kruskal-Szekeres-Koordinaten
2Deshalb ﬁndet man in der älteren Literatur auch den Begriff »frozen stars«.36 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
Abbildung 3.2: Die Eddington-Finkelstein-Koordinaten
(für Details siehe z.B. [7]). Doch der von den Schwarzschild-Koordinaten abge-
deckte Bereich kann insgesamt zweimal auf die geodätisch vollständige Raumzeit
abgebildet werden.
Diese Transformation lautet
u :=
√
γe
r
4M cosh
 t
4M

(3.26)
v :=
√
γe
r
4M sinh
 t
4M

. (3.27)
Mansiehtsofort,dassv2−u2 eineFunktionvonr alleinistunddeshalbdieKurven
konstanten r‘s Hyperbeln sind. 2uv
u2+v2 ist eine Funktion von t allein. Die Kurven
konstanten t‘s sind also Geraden durch den Ursprung. In Abbildung 3.3 sieht man
den Zusammenhang zwischen den Schwarzschild-Koordinaten und den Kruskal-
Szekeres-Koordinaten. Das von den Schwarzschildkoordinaten für r > 2M be-3.3. EIGENSCHAFTEN DER SCHWARZSCHILD-LÖSUNG 37
deckte Gebiet wird auf I abgebildet. Schon an diesem Bild sieht man gut die kau-
saleStrukturderRaumzeit.Wieman(3.25)entnehmenkann,sinddieKoordinaten
so gewählt, dass Lichtstrahlen im üblichen 45o-Winkel verlaufen. Ein Beobachter
aus I kann deshalb nie Information nach II senden. Alle seine Nachrichten enden
in der Singularität in III. Ebenso kann ein Beobachter aus II nie Information nach
I. senden. Die beiden Gebiete sind nicht kausal verbunden. In die Singularität III
kann nur Information ein- aber nie auslaufen. Wir können sie deshalb mit dem
schwarzen Loch Identiﬁzieren. Aber was ist mit dem Gebiet IV? Hier kann nur
Information herauskommen. Man nennt es deshalb ein »Weißes Loch«.
Abbildung 3.3: Die Kruskal-Szekeres-Koordinaten
Zur Untersuchung der kausalen Struktur einer Raumzeit ist es nützlich, sich
dasdazugehörige»Penrose-Carter-Diagramm«anzusehen[34].Dabeiwendetman
eine konforme Transformation auf die Metrik an, die mit Lichtkegel-Koordinaten
vorliegt. Die konforme Transformation macht nichts weiter, als eine Streckung
oder Stauchung der Koordinaten zu verursachen, ohne jedoch Scherungen (also
Winkelveränderungen) mit sich zu bringen. Staucht man ausreichend, kann man
auf diese Art und Weise »unendlich nach endlich holen« und ein kompaktes Bild
der Raumzeit-Struktur erhalten.38 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
Abbildung 3.4: Das Penrose-Carter-Diagramm der Schwarz-
schildmetrik.
WendetmaneinesolcheTransformationaufdieKruskal-Szekeres-Koordinaten
an [7], so erhält damit das Penrose-Carter-Diagramm Abb. 3.4. Dabei bezeichnet
I+ (»future null inﬁnity«) den asymptotischen Bereich, in dem zeitartige Kurven
enden und I− (»past null inﬁnity«) den asymptotischen Bereich, aus dem zeitar-
tige Kurven kommen. Wir sehen jetzt sofort, dass beim Schwarzschildradius ein
Horizont vorliegt.
Doch was ist mit dem Weißen Loch? Wie sollen wir uns das erklären? Nun, die
hier angenommene Raumzeit ist statisch. Das Schwarze und auch das Weiße Loch
müßtenalsoseitBeginndesUniversumsbestehen.EinSchwarzesLoch,dasdurch
Kollaps entsteht, kann aber erst eine endliche Zeit existieren. Das Penrose-Carter
Diagramm des zum Schwarzen Loch kollabierenden Systemes können wir erhal-
ten, indem wir Abb (3.5) an der gestrichelten Linie, die die Oberﬂäche des Sternes
darstellen soll, abschneiden, einen Innenraum anfügen und das Ganze noch etwas
gerade ziehen, denn es kommt uns ja nur auf die topologischen Verhältnisse an.
Das Ergebnis ist in Abb. (3.6) zu sehen.
3.4 Die Kerr-Newmann Lösung
Die meisten stellaren Objekte rotieren um ihre eigene Achse. Diese Rotation
bricht die für die Schwarzschildlösung angesetzte Kugelsymmetrie. Stattdessen
entsteht eine neue Symmetrie. Die Raumzeit ist nicht mehr statisch, sondern nur
noch stationär. Eine Lösung für diesen Ansatz wurde 1963 von R. P. Kerr gefun-3.4. DIE KERR-NEWMANN LÖSUNG 39
Abbildung 3.5: Zur Konstruktion des Penrose-Carter Diagram-
mes des Schwarzen Loches.
den [35, 36].
Man kann sich außerdem vorstellen, dass ein Stern eine Nettoladung tragen
kann, die etwa durch Ionisation entsteht. Dadurch ist auch im Außenraum des
Sternes keine Vakuumlösung mehr gefragt, sondern die Lösung der EFG mit dem
Energie-Impuls Tensor einer Ladungsverteilung. Verzichten wir auf höhere Mo-
mente, so können wir eine Punktladung im Ursprung ansetzen. Im Jahre 1916
wurde eine Metrik für diesen Fall von Reissner und Nordstrom gefunden [38, 37].
Im allgemeinen Fall einer in eφ-Richtung rotierenden und geladenen Materie
hat die Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen die Form
ds
2 = −
 
∆ − a2 sin2 θ
ρ2
!
dt
2 −
 
2asin2 θ(r2 + a2 − ∆)
ρ2
!
dφdt
+
 
(r2 + a2)2 − ∆a2 sin2 θ
ρ2
!
sin
2 θdφ
2 +
ρ2
∆
dr
2 + ρ
2dθ
2 (3.28)
ρ
2 = r
2 + a
2 cos
2 θ , (3.29)
∆ = r
2 − 2Mr + a
2 + Q
2 (3.30)
undistalsKerr-NewmannLösungbekannt.DabeigibtQdieLadungunda = J
M
das (asymptotische) Drehmoment pro Masse an.40 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
Abbildung 3.6: Das Penrose-Carter-
Diagramm eines entstehenden Schwarzen
Loches.
3.5 Eigenschaften der Kerr-Newmann Lösung
Wir sehen sofort, dass die grr-Komponente der Kerr-Newmann-Metrik singulär
ist an der Stelle ∆ = 0 und die gtt-Komponente singulär an der Stelle ρ2 = 0.
Eine Untersuchung der Krümmungskomponenten zeigt, dass nur die Singularität
bei ρ2 = 0 eine wahre Singularität ist, während bei ∆ = 0 ein Horizont liegt. Wie
man an der Deﬁnition von ρ (3.29) sieht, liegt die Singularität bei r = 0,θ = π/2.
• Im Fall a2 + Q2 > M2 gibt es keine (reelle) Lösung der Gleichung ∆ = 0,
die Singularität ist »nackt«. Diese Lösung ist physikalisch umstritten und
man geht davon aus, dass nackte Singularitäten in der Raumzeiten aus bis-
her ungeklärten Gründen nicht auftreten. Diese Annahme ist unter dem Na-
men »Cosmic Censorship« bekannt [33].
• Im Fall a2+Q2 ≤ M2 liegen die Nullstelle bei r± = M±
√
M2 − a2 − Q2,
wobei bei r+ ein Horizont, wie bei der statischen Schwarzschild-Lösung
vorliegt. Dieser Horizont zensiert die Singularität aus unserer Raumzeit.3.6. SCHWARZE LÖCHER 41
Der Horizont der Kerr-Lösung rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit ΩH =
a/2Mr+.
Desweiteren ist die Stelle gtt = 0 von großem Interesse. Diese Hyperﬂäche,
die durch die Gleichung
r(θ)
2 − 2Mr(θ) + a
2 + Q
2 = a
2 sin
2 θ
⇒ r(θ) = M +
q
M2 − Q2 − a2 cos2 θ (3.31)
beschrieben wird, trägt den Namen »Ergospähre«. Eine Untersuchung von Welt-
linien in dieser Raumzeit zeigt [7, 9], dass es im Gebiet zwischen Ergosphäre
und Horizont für einen Beobachter nicht mehr möglich ist, sich der Mitbewegung
der Raumzeit zu entziehen. Innerhalb der Ergosphäre kann es keinen relativ zum
asymptotisch ﬂachen Raum ruhenden Beobachter mehr geben.
Es ist zum Verständnis der kausalen Struktur dieser Lösung interessant, sich
daszugehörigePenrose-Carter-Diagrammanzusehen.DawirandieserStellenicht
weiter darauf eingehen können, sei der Leser auf die Literatur verwiesen [34, 7,
33].
3.6 Schwarze Löcher
Stellen wir uns eine Materieverteilung im Raum vor, die keinen inneren Druck
aufweist, wie etwa Staub, so wird diese unter dem Druck ihrer eigenen Gravitation
kollabieren. Für den einfachsten Fall einer homogenen Dichteverteilung ist dieser
Kollaps auch analytisch berechnet worden[7].
Irgendwann wird der Druck der Gravitation so hoch wird, dass die Kernfusion
von ermöglicht wird. So entstehen Sterne. Hat der Stern die leichten Elemente fu-
sioniert, geht er zu schwereren über. Schließlich ist sein Kern aus Eisen und weite-
re exotherme Prozesse sind nicht mehr möglich. Der Kollaps beginnt von neuem.
Auf der nächsten Stufe ist es der Druck des Elektronengases, der dem Gravitati-
onsdruck entgegensteht. Ob dieser Zustand stabil ist, hängt von der Anfangsmasse
des kollabierenden Objektes ab. Ist diese zu groß, so kann auch der Elektronen-
druck dem Gravitationsdruck nicht standhalten und die Materie wird weiter kom-
primiert. Die Elektronen werden in die Atomkerne gedrückt, was einen enormen
Dichtezuwachs zur Folge hat. Es entsteht ein Neutronenstern. Der Entartungs-
druck der Neutronen ist die letzte Stufe, die wir kennen, um den vollständigen
Kollaps aufzuhalten. Ist die Anfangsmasse zu groß, als dass die Neutronen dem
Gravitationsdruck standhalten können, so wird die Materie immer weiter in sich
zusammenstürzen, bis ihre Ausmaße den Horizont unterschreiten. Ein Schwarzes
Loch ist entstanden.42 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
Je nach dem für die Zustandsgleichung der Materie verwandten Modell liegt
die Massegrenze – die sogenannte Chandrasekhar-Grenze –, ab der ein kollabie-
rendes System zwangläuﬁg als Schwarzes Loch enden muss zwischen einer und
etwa zehn Sonnenmassen [33].
Insgesamt unterscheidet man drei Typen von Schwarzen Löchern, auf die wir
im Folgenden genauer eingegangen wird.
Stellare Schwarze Löcher
Stellare Schwarze Löcher entstehen, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben,
durch Kollaps aus massereichen Sternen. Es besteht auch die Möglichkeit, dass
ein stabiler Neutronenstern durch Zufuhr weiterer Masse soweit anwächst, dass
sich schließlich doch noch ein Horizont bildet. Diese Objekte besitzen eine typi-
sche Masse von ≈ 10M ≈ 1033 g. Man kann versuchen, in etwa abzuschätzen,
wie viele von diesen Schwarzen Löchern in unserer Galaxie durch den Tod eines
Sternes ins Leben gerufen worden sind. In Abhängigkeit von den eingehenden
Größen liegt das Ergebnis in der Größenordnung zwischen N = 108 und N = 109
[33, 39]. Diese Abschätzungen deuten auf eine große Anzahl von zu erwartenden
Stellaren Schwarzen Löchern hin. Die naheliegende Frage ist nun die nach der
Beobachtung dieser Objekte.
Zunächsteinmal deutet schon der Name »Schwarzes Loch« darauf hin, dass
die direkte Beobachtung schwierig ist, denn ein Schwarzes Loch zeichnet sich je
gerade dadurch aus, dass Nichts aus ihm entkommen kann - noch nicht einmal
Licht. Das Schwarze Loch kann sich jedoch indirekt bemerkbar machen. Es gibt
vier Kriterien, die man heranziehen kann und die zur Identiﬁkation angewandt
werden können.
1. Schwarze Löcher, die sich in Doppelsternsystemen beﬁnden, verursachen
eine periodische Dopplerverschiebung in der Strahlung des Partners. Aus
der Stärke der Verschiebung sowie der Periodendauer lässt sich die Masse
desdunklen,kompaktenObjektesbestimmen.LiegtdieseüberderChandrasek-
har-Grenze, so kann es sich nicht um einen Weißen Stern oder einen Neu-
tronenstern handeln.
2. Schwarze Löcher senden elektromagnetische Strahlung aus, wenn sie Gas
aus dem interstellaren Medium anziehen, das sich beim Fall aufheizt.
3. In engen Doppelsystemen kann Materie von dem Stern auf das Schwarze
Loch übergehen. Diese Materie heizt sich beim Übergang so stark auf, dass
dabei Röntgenstrahlen emittiert werden.3.6. SCHWARZE LÖCHER 43
System Umlaufsdauer Masse des Leuchtkraft der
[Tage] kompakten Röntgenstrahlen
Partners
[in M] [erg/sec]
Cyg X-1 5.6 7-18 ≈ 8 × 1037
(V 1357 Cyg)
LMC X-3 1.7 7-11 ≈ 4 × 1038
LMC X-1 4,2 4-10 ≈ 2 × 1038
A0620-00 0.3 5-17 ≤ 1038
(V616 Mon)
GS 2023+338 6.5 10-15 ≤ 6 × 1038
(V 404 Cyg)
GRS 1121-68 0.4 9-16 ≤ 1038
(XN Mus 1991)
GS 2000+25 0.3 5.3-8.2 ≤ 1038
(QZ Vul)
GRO J0422+32 0.3 2.5-5.0 ≤ 1038
(XN Per 1992)
GRO J1655-40 2.6 4-6 ≤ 1038
(XN Sco 1994)
XN Oph 1977 0.7 5-7 ≤ 1038
Tabelle 3.1: Kandidaten für Stellare Schwarze Löcher [33]
4. Theoretisch ist die Bestimmung der Masse auch durch die Analyse von Gra-
vitationslinsen möglich. Dieses Vefahren ist jedoch bis heute experimentell
noch nicht verwirklicht.
DiezweitedieserMöglichkeitenlässtjedochkeineKlassiﬁkationdesObjektes
als Schwarzes Loch zu, denn bei einer detaillierten Analyse der Strahlung zeigt
sich, dass Intensität und Spektralcharakteristik derjenigen eines weißen Zwerg-
sterns sehr ähneln, so dass eine Unterscheidung schwierig ist. Es könnte allerdings
ebenso sein, dass es sich bei einigen der bisher als Weiße Zwerge eingestuften Ob-
jekte um Schwarze Löcher handelt.
Es gibt eine Reihe von Kandidaten für die verbleibenden Kriterien 1.) und 3.),
darunter auch einige, die beide Anforderungen erfüllen. Als stärkste Kandidaten
sind diese in der obenstehenden Tabelle 3.1 angeführt (aus [33]). Weitere Daten
ﬁndet der interessierte Leser in [40].
Die angeführten Kriterien zur Identiﬁkation liefern im strengen Sinne keinen
»Beweis« für die Existenz eines Schwarzen Loches, denn dazu müßte die An-44 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
wesenheit des Horizontes nachgewiesen werden. Die Merkmale, die die oben an-
geführten Kandidaten aufweisen, sind jedoch derart, dass es keine anderslautende
physikalischeErklärungfürihrVerhaltengibt,alsdie,dassessichumeinSchwar-
zes Loch handelt [33, 40, 41, 42, 43].
Riesige Schwarze Löcher
StellareSchwarzeLöcherkönnenzuRiesigenSchwarzenLöchernwachsen,wenn
sie sich in Gebieten hoher Sterndichte beﬁnden. Sie verschlucken dann ihre Nach-
barn und vergrößern dadurch wiederrum ihren Einzugsbereich. Die Massen dieser
Schwarzen Löcher liegen typischerweise im Bereich von ≈ 106 bis 1010M. Es
muss ausserdem die Möglichkeit in Betracht gezogen werden, dass solche Riesi-
gen Schwarzen Löcher bereits bei der Bildung der Galaxie entstehen.
Diese Schwarzen Löcher, die vor allen Dingen im Zentrum von Galaxien exi-
stieren, machen sich dadurch bemerkbar, dass sie die Dynamik von Sternen und
Gas in ihrer Umgebung dermaßen beeinﬂussen, dass deren Geschwindigkeitspro-
ﬁl Rückschlüsse auf ein dunkles Objekt solch hoher Masse zulässt, dass es sich
aufgrund dessen geringen Ausmaßes nur um ein Schwarzes Loch handeln kann
(z.B. Sagittarius A∗, vgl. [44, 45]) .
Die Riesigen Schwarzen Löcher sind außerdem die wahrscheinlichste Erklä-
rung für die immer wieder beobachteten starken Energieausbrüche in Zentren von
Galaxien. Etwa 1% aller Galaxien emittiert Strahlung hoher Intensität im Radio-
und Infrarot-Bereich, insbesondere aber auch »harte« Strahlung (kurze Wellen-
längen) im Ultraviolett- , Röntgen- und Gamma-Bereich. Die Leuchtkraft dieser
Ausbrüche kann dazu dienen, die Masse der sie verursachenden Objekte abzu-
schätzen. Die Zeitskala, in der sie sich verändern, ermöglicht es, Aussagen über
die Ausmaße zu machen. Diese »Quasare« oder andere Formen »aktiver galakti-
scher Kerne« (active galactic nuclei) wurden schon vor mehr als 30 Jahren ent-
deckt. Die riesigen Energiemengen werden in ihnen auf kleinstem Volumen er-
zeugt. Im Falle der leuchtkräftigsten Quasare entspricht dies bis zu 1014L aus
einem Gebiet mit einem Durchmesser von weniger als einem Lichtjahr.3 Weitere
charakteristische Merkmale von aktiven Galaxienkernen und Quasaren sind ge-
bündelte Jets von relativistischen Elektronen, die aus dem Kern ausströmen und
die Tatsache, dass die emittierte Strahlung zeitlich schnell variiert.
All diese Phänomene sind nicht durch die sonst in Galaxien dominierenden
Kernverschmelzungsprozesse in Sternen zu erklären, dafür aber recht plausibel
durch die effektive Umwandlung von Gravitationsenergie in Strahlungsenergie in
der unmittelbaren Umgebung von Riesigen Schwarzen Löchern.
3Zum Vergleich: Alle Sterne unserer Milchstraße besitzen etwa 1010L auf einem Volumen,
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Galaxie Geschätzte Masse
[in M]
M 31 3 × 107
M 32 3 × 106
Milky Way 2.5 × 106
NGC 4594 5 × 108
NGC 3115 109
NGC 3377 8 × 107
M 87 2 × 109
NGC 4258 (M 106) 4 × 107
NGC 3379 5 × 107
NGC 4486 B 5 × 108
Tabelle 3.2: Die geschätzten Massen einiger
Riesiger Schwarze Löcher in Zentren von Ga-
laxien
In Tab 3.2 (aus [40]) sind einige der besten Kandidaten aufgetragen. Für wei-
tere Details siehe [33, 40, 43, 45, 46, 47].
Winzige Schwarze Löcher
Diese Schwarzen Löcher können durch Dichte-Fluktuationen im frühen Univer-
sum entstehen. Der Kollaps der Materie wird hier durch äußerst starken äuße-
ren Druck herbeigeführt in einer damals noch extremen Dichte. (Deshalb auch
»Primordial Black Hole – PBH«.) Dadurch können Massen kollabieren, die un-
ter der Chandrasekhar-Grenze liegen. Mini Black Holes haben Massen von M ≤
10−18M ≈ 1015 g.
Hawkings Entdeckung (siehe Kap. 3.7), dass Schwarze Löcher durch thermi-
sche Emission verdunsten können, rückte die PBHs in das Interesse der Astrophy-
sik. Die Verdunstungseffekte dieser winzigen Schwarzen Löcher sind potentiell
observabel. Mit einer Masse von M ≈ 1015g würden sie heute verdunsten. Trotz
diesbezüglicher Beobachtungsversuche wurden bis heute keinerlei Anhaltspunkte
für die Existenz dieser Objekte gefunden. Die Ursache dafür kann darin liegen,
dass die letzten Stadien der Verdunstung noch nicht ausreichend verstanden sind,
aber es besteht auch die Möglichkeit, dass die Bedingungen im frühen Universum
derart waren, dass sie die Entstehung dieser winzigen Schwarzen Löcher nicht zu-
gelassen haben. Unglücklicherweise sind wir nicht in der Lage eine zuverlässige
Interpretation dieser Tatsache zu geben [48, 49, 50].46 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
3.7 Der Hawking-Effekt
Im Jahre 1975 veröffentlichte S. W. Hawking seine berühmte Rechnung zur Strah-
lung Schwarzer Löcher [51, 52]. Er zeigte dort, dass ein Schwarzes Loch unter
Berücksichtigung von Quanteneffekten in der Nähe des Horizonts Teilchen emit-
tiert, deren Energie thermisch verteilt ist. Einem Schwarzes Loch der Masse M
wird so eine Temperatur
T =
κ
2π
(3.32)
zugeordnet.Dabeiistκdiein(3.16)eingeführteOberﬂächengravitationdesSchwar-
zen Loches. Mit allen Konstanten erhält man
T =
1
8π
¯ hc3
kBG
1
M
=
1
8π
c2m2
p
kB
1
M
≈ 10
−6M
M
[K] (3.33)
Je geringer die Masse des Loches ist, desto höher ist die Temperatur. Es ist
außerdem bemerkenswert, dass diese Formel alle fundamentalen Konstanten ver-
knüpft. Mit diesem Ergebnis gelang es erstmals, Gravitation, QFT und Thermo-
dynamik zu verbinden.
Dieser Effekt ist ähnlich wie die Teilchenproduktion aus dem Vakuum in der
QED. In beiden Fällen liegt ein starkes äußeres Feld vor. Das Vakuum ist erfüllt
von virtuellen Teilchenpaaren. Wird die Kraft des Hintergrundfeldes zu stark, so
können diese Teilchenpaare auseinandergerissen werden und ein reelles Paar bil-
den (Abb. 3.7).
Soweit die Analogien. Es gibt jedoch zwei wesentliche Unterschiede. Erstens
ist in diesem Fall nicht die Stärke des Feldes selber ausschlaggebend, denn die
»Ladung« der ART, also die Masse, ist für beide Teilchen positiv. Vielmehr ist
die Gezeitenkraft, also die räumliche Änderung der Gravitation bzw. der Krüm-
mung, die entscheidende Größe. Zweitens kann die Energie in der ART nicht ein-
fach aus dem »Feld« genommen werden, denn die Energie des Gravitationsfeldes
ist im Allgemeinen keine physikalische Größe, der eine koordinatenunabhängige
Bedeutung zukommt. Zwar lässt sich aus dem Einstein-Tensor eine Erhaltungs-
größe konstruieren, aber diese ist kein Tensor und wird für manchen Beobachter
verschwinden. Die Energie für das Teilchenpaar kann also nur aus der Masse des
Loches selber kommen. Mehr noch, es kann (in einem statischen Feld) nur dann
erzeugt werden, wenn ein Horizont vorhanden ist. Das Teilchen innerhalb des Ho-
rizontes hat aufgrund der Umkehrung von zeit- und raumartiger Koordinate eine
Energie, die für den asymptotischen Beobacher negativ ist. Es fällt also eine ne-
gative Masse in das Loch, bzw. die Masse des Loches nimmt ab.
NatürlichistdiesesBildnureinHilfsmittel,damitwirunseineVorstellungvon
den Vorgängen machen können und eine detaillierte Rechnung kann damit nicht3.7. DER HAWKING-EFFEKT 47
ersetzt werden. Wir wollen uns jedoch an dieser Stelle damit zufrieden geben.
Genaueres kann man z. B. nachlesen in [10, 32, 33, 53].
Abbildung 3.7: Teilchenerzeugung am Horizont.
Die sogenannte Thermodynamik Schwarzer Löcher verknüpft die geometri-
schen Größen des Schwarzen Loches mit Thermodynamischen Variablen. Die
wichtigsten dieser Größen, die Entropie S, wollen wir uns noch etwas genauer
ansehen. Dabei beschränken wir uns auf den Fall eines nichtrotierenden, unge-
ladenen Schwarzen Loches. Allgemeinere Aussagen kann der interessierte Leser
u.a. in [7, 9, 10] ﬁnden.
Aus der Thermodynamik wissen wir, dass der integrierende Faktor zur Entro-
pie der Kehrwert der Temperatur ist. Identiﬁzieren wir die Gesamtenergie des
Systems mit der Masse des Schwarzen Loches, so haben wir die Gleichung
∂S
∂M
=
1
T
. (3.34)
Setzen wir nun (3.32) und (3.16) ein
∂S
∂M
= 8πM (3.35)
und integrieren, so erhalten wir
S(M) = 4πM
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=
1
4
A + const. , (3.36)
wobei A = 4πR2
S die Oberﬂäche des Schwarzen Loches ist. Die additive Kon-
stante ist für uns im Weiteren nicht von Bedeutung und wir setzen sie daher = 0.
3.8 Verdunstende Schwarze Löcher
Ein Schwarzes Loch verliert mit der Hawking-Strahlung Energie. Dadurch ver-
ringert sich seine Masse. Ein Blick auf Gleichung (3.33) zeigt, dass der durch die
Emission erfolgende Masseverlust des Schwarzen Loches dessen Temperatur er-
höhenwirdunddamitdieStrahlungverstärkt.BeiAbstrahlungindenfreienRaum
wirkt sich diese Beschleunigung schließlich in einem Zerstrahlen des Loches aus.
Die Dauer der Zerstahlung kann man leicht unter der Annahme abschätzen,
dass die Abstrahlung das als zeitlich stabil angenommene Schwarze Loch nur in
vernachlässigbarem Maße zeitabhängig macht.
Die Energiedichte der Strahlung ist dann stets im Gleichgewicht und nach dem
»Stefan-Boltzmann-Gesetz«
ε =
π2k4
B
30¯ h
3c2T
4
S . (3.37)
Die zeitliche Änderung der Energie des Schwarzen Loches können wir abschätzen
mit
dE
dt
≈ −εA , (3.38)
wobei A wie zuvor die Oberﬂäche des Schwarzen Loches ist. Berücksichtigen wir
noch E = Mc2, so erhalten wir
dM
dt
≈ −
1
15π83
c4¯ h
G2
1
M2
0
. (3.39)
M0 ist hier die Masse zu Beginn der Verdunstung. Durch Integration über t (In-
tegrationskonstante M0) erhalten wir damit für die geschätzte Lebensdauer des
Schwarzen Loches
τL ≈ 15π8
3 G2
c4¯ h
M
3
0 ≈ 10
59
 
M0
M
!3
Gyr (3.40)
bis M auf0 abgesunkenist,wobei dM
dt amSchluss gegenunendlichgeht.Dabei er-
halten wir das unphysikalische Ergebnis, dass das Loch am Ende immer schneller
evaporiert und sich schliesslich explosionsartig in Strahlung auﬂöst.3.8. VERDUNSTENDE SCHWARZE LÖCHER 49
Sehen wir zu unseren Annahmen für diese Abschätzung zurück, so stellen
wir fest, dass wir mit Anwendung des Stefan-Bolztmann-Gesetzes angenommen
haben, dass das schwarze Loch ein Wärmebad ist und durch die Emission eines
Teilchens nur in vernachlässigbarem Maße beeinﬂusst wird. Die Rückwirkung der
emittierten Teilchen auf das Wärmebad kann jedoch bestimmt dann nicht mehr
vernachlässigt werden, wenn die Energie der emittierten Teilchen der Größenor-
dung der Energie des verbleibenden Loches entspricht. Und dies wird früher oder
später der Fall sein. Bei astrophysikalischen Schwarzen Löchern allerdings eher
später, so dass über weite Strecken die oben gemacht Näherung zur Evaporati-
onsrate dM/dt sehr gut ist. Fragwürdig ist jedoch die so erhaltene Lebensdauer,
die unter der Annahme berechnet wurde, dass die Evaporationsrate für alle M
gilt. Diese Lebensdauer ist eine untere Abschätzung, denn wir erwarten, dass es
für das Schwarze Loch schwerer wird, Teilchen zu emittieren, wenn man deren
Rückwirkung auf das Wärmebad berücksichtigt.
Um ein Gefühl für die Lebenzeit und die Relevanz dieses Effektes für astro-
pysikalische Schwarze Lächer zu bekommen, wollen wir einige Zahlen angeben.
Nach Hawkings Abschätzung ergibt sich für M0 ≥ 1015g, also Löcher, die durch
Kollaps normaler astrophysikalischer Objekte entstehen, dass τL das geschätz-
te Alter des Universums (1010 Jahre) überschreitet. Dieser Effekt ist also derzeit
nicht von Bedeutung. Anders verhält es sich für die Mini-Black-Holes, die gegen-
wärtig zerstrahlen sollten. Für Giant Black Holes (M0 ≥ 1027 g) unterschreitet
die Temperatur der Hawking-Strahlung die 3K kosmische Hintergrundstrahlung.
Bei ihnen überwiegen deshalb die Absorbtionsprozesse.
Kanonisch?
Das obige Ergebnis erhält man thermodynamisch durch Ansetzen des kanoni-
schen Ensembles, in dem die Anzahldichte der Teilchen (Bosonen) mit der Ener-
gie ω gegeben ist durch:
n(ω) =
1
exp ¯ hω
kT − 1
. (3.41)
Daraus erhält man, wie von der Schwarzkörperstrahlung bekannt, die Gesamt-
energie, die wir in (3.38) eingesetzt haben via
ε =
4π
(2π)3
Z ∞
0
n(ω)ω
3dω ∝ T
4 . (3.42)
Auch hier geht wieder ein, dass die Masse M des Loches sehr groß ist im Ver-
gleich zur Energie der abgestrahlten Teilchen. Strenggenommen sollte das Loch
keine einzelnen Teilchen mit Energien ω > M abgeben können (mehr als drin ist,
kann nicht rauskommen).50 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
Der Faktor 4π in (3.42) entsteht dadurch, dass die Integration, die eigentlich
über den Impulsraum ausgeführt wird, mithilfe der Rotationssymmetrie in eine
IntegrationüberdieFrequenzumgewandeltwird.Dabeierhältmanproräumlicher
Dimension einen weiteren Faktor 1/(2π¯ h).
Wir können uns leicht überlegen, bei welcher Masse die Abstrahlung wesent-
lichmodiﬁziertwerdenmuss.DiePlanckkurvehatnachdemWienschenVerschie-
bungsgesetz ein Maximum bei der Energie ¯ hωmax ≈ 3TkB. Liegt diese Energie,
bei der der Hauptteil der Strahlung emittiert wird, in derselben Größenordnung
wie c2M selbst, so ist das kanonische Ensemble nicht mehr anwendbar. Wir set-
zen (3.33) ein und sehen, dies ist der Fall, wenn
hωmax ≈ c
2M
3
8π
c2m2
p
kB
1
M
kB ≈ c
2M
1
3
mp ≈ M , (3.43)
also M von der Größe Planckmasse ist. Man kann natürlich einwenden, dass bei
diesen Massen ohnehin die Effekte der Quantengravitation zu weit stärkeren Mo-
diﬁkationen führen, und wir uns daher keine weiteren Gedanken machen brau-
chen. Jedoch hat sich die Thermodynamik auch für Quantensysteme als brauch-
bar erwiesen und selbst wenn die genauen Effekte der Quantengravitation noch
unklar sind, wollen wir doch davon ausgehen, dass sie noch ein gutes Stück weit
unterhalb der Planckmasse anwendbar bleibt.
Unter Anwendung der statistischen Mechanik können wir die obige Rechnung
so verfeinern, dass sie aus thermodynamische Sicht auch dann gültig bleibt, wenn
die Masse der emittierten Teilchen der Restmasse des Schwarzen Loches nahe-
kommt.
Mikrokanonisch!
Anstatt nun wie zuvor anzunehmen, dass das Schwarze Loch ein Wärmereservoir
der Temperatur T ist ist, gehen wir stattdessen vom mikrokanonischen Ansatz aus.
Die Teilchendichte für ein einzelnes Teilchen der Energie ω für ω ≤ M ist
n(ω) =
exp[S(M − ω)]
exp[S(M)]
, (3.44)
wobei die Entropie S des Schwarzen Loches, die wir in (3.36) berechnet ha-
ben, proportional zu seiner Oberﬂäche A ist.
Sehen wir uns den Limes großer Massen von (3.41) und (3.44) an, so erhal-
ten wir wie üblich für ersteren das Wiensche Strahlungsgesetz für T −1 = 8πM3.8. VERDUNSTENDE SCHWARZE LÖCHER 51
wieder mit
n(ω) ≈ e
−8πωM . (3.45)
Für den Limes im mikrokanonischen Fall setzen wir die Entropie S ein und mul-
tiplizieren das Binom aus. Dabei kürzt sich im Exponent der Term ∝ M2. Von
den verbleibenden 2 Termen ∝ −2ωM bzw. ∝ ω2 können wir für große Massen
auf den masseunabhängigen Term verzichten. Wir sehen: fügen wir noch den Vor-
faktor von 4π hinzu, ist dieser Limes identisch mit dem Limes des kanonischen
Falles. Für große Massen (immer relativ zum Hauptteil der Strahlung) geht also -
wie erwartet - der mikrokanonische Fall in den kanonischen über.
Im Mehrteilchenzustand haben wir weiter für den mikrokanonischen Ansatz
n(ω) =
b M
ω c X
j=1
exp[S(M − jω)]
exp[S(M)]
, (3.46)
dabei gibt bxc die nächst kleinere ganze Zahl von x an und sorgt für das Abbre-
chen der Summe, sobald die Energie der Teilchen die Gesamtmasse des Loches
überschreitet. So erhalten wir die Gesamtenergiedichte zu
ε =
4π
(2π)3e
−S(M)
Z ∞
0
b M
ω c X
j=1
exp[S(M − jω)]ω
3dω . (3.47)
Wir substitutuieren x = M − jω (siehe auch [143]). x ist dann die Energie
des Schwarzen Loches nach der Abstrahlung von j Teilchen der Energie ω. Nach
Umformung ergibt sich
ε =
4π
(2π)3e
−S(M)
∞ X
j=1
1
j4
Z M
0
e
S(x)(M − x)
3dx . (3.48)
Die Reihe ergibt dabei den Wert π4/90. Die zeitliche Änderung der Masse berech-
net sich daraus mit Einsetzen aller Größen zu
dM
dt
=
4π3
45
M
2 exp[−4πM
2]
Z M
0
(M − x)
3exp[4πx
2]dx . (3.49)
Die Energie ist hier in Vielfachen von mp angegeben. Für große M ergibt sich
wieder das kanonische Ergebnis. Das durch Anwendung des mikrokanonischen
Ensembles enstandene Ergebnis sehen wir uns jetzt noch im Vergleich zum ma-
krokanonischen Ergebnis für kleine Masssen an (Abb. 3.8). Wir sehen, dass im
mikrokanonischen Fall die Verdunstungsrate für M → 0 nicht divergiert, sondern
nach einem Maximum im Bereich M < mp wieder abfällt.52 KAPITEL 3. SCHWARZE LÖCHER
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Abbildung 3.8: Kanonisch kontra Mikrokanonisch nahe mp.
DurchIntegrationläßtsichnunausdM/dterneutdieLebensdauerdesSchwar-
zen Loches gewinnen. Dabei erhält man für ein Loch der Masse M = 2mp nach
dem mikrokanonischen Ansatz (numerischer Wert):
τmik(2mp) ≈ 1.45 × 10
17 tp ≈ 10
−3fm/c , (3.50)
wohingegen man nach dem kanonischen Ansatz erhielte
τkan(2mp) ≈ 2 × 10
6 tp ≈ 10
−14fm/c . (3.51)
Da die Verdunstungsrate für Massen deutlich über 2mp in beiden Fällen nahezu
idendisch ist, kann man die Lebendauer (3.40) korrigieren, indem man die Diffe-
renz der obigen Werte addiert:
˜ τL(M) ≈ τL(M) − τkan(2mp) + τmik(2mp) . (3.52)
Die Rechnungen dieses Abschnittes werden wir im dritten Teil für höhere Dimen-
sionszahlen wieder brauchen.Kapitel 4
Die Idee der Extra-Dimensionen
4.1 Einsteins Traum
Einsteins Theorie der Gravitation ist eine rein geometrische Theorie. Der Quell-
term muss dabei aus einer anderen Theorie kommen, etwa aus der Hydrodynamik
oder Elektrodynamik. Einsteins Traum war, dass sich schließlich alle Wechsel-
wirkungen geometrisch erklären liessen. Er hatte die Vorstellung, dass sich die
ElementarteilchenalsstabileVakuumlösungenseinerFeldgleichungenherausstel-
len würden, aus denen sich in makroskopischer Näherung ein nichtverschwinden-
der Energie-Impuls-Tensor ergäbe. Diese Vorstellung musste er aufgeben, als die
Schwarzschildlösung bekannt wurde. Es gibt dort keine Quantisierung der Masse
und auch Ladungen tauchen in der ART ohne Quellen nicht auf.
Aus heutiger Sicht, mit dem gesamten Vorwissen über Eichtheorien, ist das
nicht weiter verwunderlich. Es fehlt die Eichgruppe U(1), die Symmetriegruppe
der Elektrodynamik. Noch schwieriger wird der Fall mit den übrigen Feldtheorien
und schließlich steht man noch vor dem Problem der Quantisierung und der damit
verknüpften Renormierung.
Als Kaluza und Klein mit ihrer 5-dimensionalen Erweiterung der ART auf-
warteten, die eine Vereinigung von Elektrodynamik und ART erreichte, war Ein-
stein begeistert. Wir werden uns den Kaluza-Klein Therorien in den folgenden
Abschnitten zuwenden. Es blieben allerdings noch viele Probleme ungelöst, die
Einstein von seinem Traum trennten. Damit die Vakuumlösungen als Elementar-
teilchen interpretiert werden können, sollten sie etwa singularitätsfrei sein. Ein-
stein selbst gelang schließlich der Beweis, dass solche Lösungen in fünf Dimen-
sionen nicht existieren [54].
Da Einstein die Arbeiten von Yang und Mills nicht bekannt waren (sie erschie-
nen erst wenige Jahre vor seinem Tode) und die Formulierung der Theorie durch
Faserbündeln erst Anfang der 70er Jahre entwickelt wurde, befand er sich in einer
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Sackgasse.
4.2 Kaluza-Klein Theorien
Die grundlegende Idee der Theorien von Kaluza und Klein ist zunächst einfach
zu verstehen, doch weitreichend in ihren Konsequenzen und wunderbar in den
Ergebnissen.
Unser vierdimensionaler Raum wird um eine zusätzliche Dimension erweitert,
in deren Krümmungsverhalten man die Eigenschaften des elektromagnetischen
Feldes unterbringen möchte. Die zusätzlichen Komponenten des metrischen Ten-
sors werden mit den elektromagnetischen Potentialen identiﬁziert.
Notation für Indices
Im Folgenden bezeichnen wir die Gesamtdimension der Mannigfaltigkeit als D.
Die Anzahl der Extra-Dimensionen sei d. Es ist also D = 4 + d.
• Wir benutzen die griechischen Indices α,β,...,ν,µ... nach wie vor für die
üblichen vier Raum-Zeit Dimensionen.
• Die lateinischen Indices a,b,...,i,j,... (mit Ausnahme des d) laufen über
die zusätzlichen Dimensionen, also von 4+1 bis 4 + d.
• GroßelateinischeIndicesA,B,...I,J,...(mitAusnahmedesD)laufenüber
alle Dimensionen, also von 1 bis D.
Im Falle von Kaluza und Klein ist d = 1.
Zum besseren Verständnis bezeichnen wir die fünfdimensionalen Größen mit
einem vorangestellten Index (5), die vierdimensionalen Größen entsprechend mit
dem Index (4).
Als Bewegungsgleichungen für die Felder (in Form des metrischen Tensors)
dienen die uns schon bekannten Einsteinschen Feldgleichungen im Vakuum (2.9),
allerdings in der jetzt 5-dimensionalen Raumzeit.
Wirerinnernuns,dassdiedarinauftauchendenTensoren (5)RIJ und (5)Rdurch
Kontraktion - also Summation über Indices entstanden sind. Wenn wir diese Sum-
mation aufteilen in eine Summation über die üblichen 1 bis 4, die fünfte Dimen-
sion extra betrachten und diesen Rest auf die andere Seite der Gleichung bringen,4.2. KALUZA-KLEIN THEORIEN 55
so generieren uns die zusätzlichen Krümmungskomponenten eine Quelle! Außer-
dem bleiben uns noch weitere Gleichungen übrig für die Komponenten Rab, die
es zu interpretieren gilt.
Wir werden in diesem Abschnitt sehen, wenn auch nicht im Detail nachrech-
nen,
• dass die Quellen, die generiert werden, gerade durch den Energie-Impuls
Tensor des elektromagnetischen Feldes beschrieben werden, wenn wir die
neuen Komponenten der Metrik richtig interpretieren,
• dass die zusätzlichen Gleichungen gerade die Maxwell-Gleichungen erge-
ben,
• dass sich die Geodätengleichung im fünfdimensionalen Raum mit dem ko-
varianten Lorentzsche Kraftgesetz identiﬁzieren lässt,
• und dass dieser Ansatz nicht nur auf die Eichgruppe U(1) beschränkt ist.
Abschließend werden wir noch auf einige Schwächen und Probleme dieser
Theorien zu sprechen kommen.
Eine Idee und ihr Weg
Die Idee zu einer Vereinheitlichung von ART und Elektrodynamik hatte der junge
Privatdozent Theodor Kaluza schon 1919 und übersandte sie an A. Einstein mit
der Bitte um Veröffentlichung. Aus nicht näher bekannten Gründen blieb Kaluz-
as Manuskript zwei Jahre lang liegen, obwohl Einstein sofort äußerst begeistert
darauf reagierte, und wurde erst 1921 an die Preussische Akademie der Wissen-
schaften [55] weitergeleitet.
Kaluza betrachtet einen fünfdimensionalen Raum, in dem er die klassische
ART mit der Elektrodynamik vereinigen will. Sein Ansatz für den metrischen
Tensor ist:
(5)gIJ =
 
(4)gµν αAµ
αAν 2φ
!
, (4.1)
Aµ identiﬁziert er mit dem elektromagnetischen Potential. Dabei fügt er die Zu-
satzbedingung an, dass die Felder unabhängig von der fünften Koordinate sind,
d.h. ∂5
(5)gIJ = 0.
Diese Bedingung wird auch die »cylinder condition« genannt. Hiermit trägt
Kaluza der Tatsache Rechnung, dass die fünfte Dimension sich in unseren Ex-
perimenten nicht bemerkbar macht. Trotzdem ist diese Forderung in dem Sinne
unnatürlich, als dass es unklar bleibt, wieso die Physik in unserer Raumzeit von
einer Koordinate vollkommen unabhängig sein soll.56 KAPITEL 4. DIE IDEE DER EXTRA-DIMENSIONEN
Das neue skalare Feld φ(x) wird auch »Dilaton-Feld« genannt. Kaluza fährt
mit einer Linearisierung der Feldgleichungen fort. Außerdem macht ihm das ska-
lare Feld Kopfzerbrechen, weil die Wechselwirkung mit ihm zu den führenden
Termen der Bewegungsgleichung gehört - was aber niemand je beobachtet hat,
dessen war sich schon Kaluza bewusst.
Oskar Klein [56] griff 1926 die Ideen von Kaluza auf und verbesserte den
Ansatz. Sein Ansatz für den metrischen Tensor ist:
(5)gIJ =
 
(4)gµν + φ2AµAν φAµ
φAν φ2
!
, (4.2)
der uns viel weiter bringen wird, als Kaluzas Ansatz. Auch ohne Linearisierung
erhält man die gewünschten Gleichungen der Elektrodynamik. Bis zur linearen
Ordnung (in A) stimmt er mit Kaluzas Ansatz überein.
Man bekommt für das Linienelement:
ds
2 = gµνdx
νdx
µ + φ
2

Aνdx
ν + dx
5
2
. (4.3)
Klein fügt die »cylinder condition« nicht hinzu, sondern kompaktiﬁziert die
fünfte Koordinate auf einen Kreis mit Radius R, um sodann die Periodizität aus-
zunutzen und die Komponenten der Metrik in Fourierreihen zu entwickeln:
gµν(xK) =
n=∞ X
n=−∞
gµν(x
α)e
inx5
R (4.4)
Aµ(xK) =
n=∞ X
n=−∞
Aµ(x
α)e
inx5
R (4.5)
φ(xK) =
n=∞ X
n=−∞
φ(x
α)e
inx5
R . (4.6)
Dank der Quantenmechanik tragen diese Moden nun einen Impuls in Richtung
derfünftenKoordinatevonderGrößenordnung
|n|
R .KleinersetztnunKaluzas»cy-
linder condition« durch die Annahme, dass die Anregungen der Felder nicht statt-
ﬁnden und nur die nullten Mode |n| = 0 vorliegt. In dieser Mode ist die »cylinder
condition« natürlich erfüllt und wird durch ein geometrisches Argument ersetzt.
Die Annahme, dass höhere Moden nicht angeregt werden, bleibt zu erklären.
Bewegung in 5 Dimensionen
Berechnet man aus Kleins Ansatz für die Metrik (4.2) in der nullten Mode – also
ohne Anregung – die Bewegungsgleichung eines Punktteilchens, so erhält man
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d2xν
dτ2 +
(4)Γ
ν
γµ
dxγ
dτ
dxµ
dτ
=
 
Aα
dxα
dτ
+
dx5
dτ
!
F
ν
β
dxβ
dτ
, (4.7)
wobei wie üblich Fµν = ∂µAν − ∂νAµ der Feldstärketensor des elektromagne-
tischen Feldes ist. Eigentlich erwartet man an dieser Stelle kovariante Ableitun-
gen anstelle der partiellen. Es zeigt sich jedoch, dass die zusätzliches Terme sich
wegen der Symmetrie der Chistoffelsymbole (2.1) in den unteren beiden Indices
aufheben. Es ist also stets ∇µAν − ∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ und der Ausdruck ist
kovariant.
Mit der Identiﬁkation
q
m
= Aα
dxα
dτ
+
dx5
dτ
(4.8)
sinddieGleichungen(4.7)alsogenaudieBewegungsgleichungenimGravitations-
und Elektromagnetischen Feld. Vorausgesetzt, die Größe, die in (4.8) als speziﬁ-
sche Ladung deﬁniert wurde, lässt diese Deutung zu. Dazu muss sie eine Erhal-
tungsgröße der Bewegung sein und genau diese Bedingung liefert die 5. der Geo-
dätengleichungen. Dieses Ergebnis sollte uns nicht weiter überraschen, denn es
folgt aus der Symmetrie.
Wegen der »cylinder condition« ist die fünfte Koordinate x5 zyklisch und
daher der dazugehörige Impuls p5 erhalten. Mithilfe von der Lagrangefunktion
L (2.15) sieht man schnell, dass dieser Impuls aber gerade gegeben ist durch
(˙ xI = dxI
dτ )
∂L
∂ ˙ x5 =
m
L
g5J
dxJ
dτ
=
m
2L
 
Aα
dxα
dτ
+
dx5
dτ
!
(4.9)
und da wir wissen, dass m
L = m ebenfalls eine Konstante der Bewegung ist, ist
p5 = m
q
m = q wie gewünscht eine erhaltene Größe.
Aufgerollte Dimensionen
Kleins Argumentation für seine Kompaktiﬁzierung ist nun, dass wir wissen, dass
die Ladung eine quantisierte Größe ist. Sie taucht (in der Elektrodynamik!) in
Vielfachen der Elementarladung e auf. Weiter wissen wir aus der Quantenme-
chanik, dass ein Impuls quantisiert ist, wenn wir periodische Randbedingungen
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p = n
2π¯ h
L
, (4.10)
wobei L die Periodenlänge ist. Nun müssen wir noch berücksichtigen, dass
der zu x5 kanonisch konjugierte Impuls (vgl. (4.9))
p
5 = m
 
Aα
dxα
dτ
+
dx5
dτ
!
= q (4.11)
ist. Die Ladung ist also quantisiert dann und genau dann, wenn die fünfte Koordi-
nate »aufgerollt« ist und periodische Randbedingungen liefert.
Wir führen also die Periodizität x5 = x5 + 2πR ein, wobei R der Radius der
fünften Koordinate ist, und erhalten mit allen Konstanten:
p
5 =
ec2
8πG
= n
¯ h2π
2πR
(4.12)
⇒ R =
8πG¯ h
ec2 für n=1 , (4.13)
und daraus:
R ≈ 23lp . (4.14)
Längen dieser Größe liegen bis heute weit unter den Grenzen der experimentellen
Detektionsmöglichkeiten.
Wirsehen:die»cylindercondition«vonKaluzaentsprichtbeiKleingeradeder
Tatsache, dass der Impuls in Richtung der fünften Dimension quantisiert ist und
höheren Anregungen nicht auftreten. Da zur Anregung dieser Moden eine Energie
von 1/R ≈ mp nötig ist, ist es plausibel, dass dies noch nicht beobachtet wurde1.
Kleins Bedingung der Kompaktiﬁzierung wird also leicht verständich, wenn man
nur grundlegende Annahmen der Quantenmechanik hinzunimmt.
Energie aus dem 5-dimensionalen Vakuum
Die »cylinder condition« zeichnet die fünfte Koordinate vor den anderen aus, wo-
hingegen der Ansatz der Metrik (4.2) noch allgemein ist. Der metrische Tensor
1Man beachte: im Gegensatz zu den später eingeführten Modellen, hat das Teilchen dadurch
kein scheinbare Masse der Größe mp. Durch die gewählte Ankopplung der Felder hat es vielmehr
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bleibt in seiner obigen Form und mit den dazugehörigen Interpretationen bei ei-
ner allgemeinen Koordinatentransformation nicht erhalten – auch hierin zeigt sich
die Außenseiterrolle der Extra-Dimension. Erlaubt sind jedoch die allgemeinen
Koordinatentransformationen im vierdimensionalen Unterraum sowie die Trans-
formation:
x
5 → x
5 + f(x
ν) := ˜ x
5
x
ν → x
ν := ˜ x
ν . (4.15)
Nach dem Transformationsgesetz für den metrischen Tensor von den alten gIJ in
die neuen ˜ gIJ Koordinaten:
˜ gIJ =
∂xK
∂˜ xI
∂xL
∂˜ xJ gKL (4.16)
erhalten wir für das elektromagnetische Potential nach der Transformation:
˜ Aν = ˜ gν5 =
∂xK
∂˜ xν
∂xL
∂˜ x5 gKL
=
∂xµ
∂˜ xν
∂xL
∂˜ x5 gµL +
∂x5
∂˜ xν
∂xL
∂˜ x5 g5L
= δ
µ
νgµ5 − ∂νf(x
α)g55 (4.17)
und damit den Übergang
Aν → Aν − ∂νf := ˜ Aν , (4.18)
der die Metrik invariant läßt. Man erhält aus
˜ Aν = Aν − ∂νf
˜ x
5 = x
5 + f(x
ν) ⇒ d˜ x
5 = dx
5 + ∂νfdx
ν (4.19)
für das Linienelement (4.3) in den neuen Koordinaten:
ds
2 = gµνdx
νdx
µ + φ
2

˜ Aνdx
ν + d˜ x
5
2
= gµνdx
νdx
µ + φ
2

(Aν − ∂νf)dx
ν +

dx
5 + ∂νfdx
ν
2
= gµνdx
νdx
µ + φ
2

Aνdx
ν + dx
5
2
. (4.20)
Mit diesen Koordinatentransformationen haben wir also die Eichtransformation
für die Potentiale wiedergefunden.
Wie man leicht bestätigt, ist die inverse Metrik gegeben durch:
g
IJ =
 
(4)gµν −Aµ
−Aν φ−1 + AνAν
!
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wobei Aν = (4)gµνAµ ist; die Indices werden also mit der üblichen Vierermetrik
hoch-(runter-)gezogen.
WendenwirunsnundenFeldgleichungenzu.Wirnehmendie5-dimensionalen
Gleichungen, es sind an der Zahl n(n + 1)/2 = 15 und trennen sie auf in die 4-
dimensionalen Größen und den verbleibenden Rest, in dem sich Terme aus Aµ
bzw. deren Ableitungen sammeln.
Man erhält im Detail die Feldgeleichungen zu [57]
(4)Rµν =
φ2
2
T
ED
µν −
1
φ
h
∇µ (∂νφ) −
(4)gµν2φ
i
(4.22)
(4)∇
µFµν = −3
∂µφ
φ
Fµν (4.23)
2φ =
φ4
4
FµνF
µν , (4.24)
wobei wie üblich
T
ED
µν =
1
4

(4)gµνFαβF
αβ − F
α
µ Fνα

(4.25)
der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes. Alle Indices werden
hier mit der 4-dimensionalen Metrik (4)gµν hoch- bzw. runtergezogen.
Klein setzt nun zusätzlich das Dilaton-Feld φ ≡ 1, womit man sich (wie er
jedoch nicht bemerkte) durch die Gleichung (4.24) eine unerwünschte Nebenbe-
dingung einhandelt. Für konstantes φ erhält man hier die Forderung F 2 ≡ 0. Das
skalare Feld muss also beibehalten werden und bedarf der Interpretation. Wie wir
zuvor gesehen haben, sind höhere Anregungen erst bei Energien von etwa Planck-
masse möglich. Das skalare Feld wäre also bisher weder im Alltagsleben noch in
unseren Experimenten beobachtbar gewesen.
Kaluza-Klein Türme
Die Aussage des vorherigen Abschnitts ist nicht von unserer speziellen Ausgangs-
situation abhängig. Es gilt im Allgemeinen: existieren zusätzliche Extra - Dimen-
sionen, die kompaktiﬁziert sind, so sind die Impulse von Anregungen der Metrik
in diesen Richtungen quantisiert. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von
»Kaluza-Klein-Türmen« von Teilchen.
Jedes Feld Φ, das wir in unsere Raumzeit setzen und das in der gesamten
Raumzeit propagieren kann, unterliegt derselben Bedingung. Auch Teilchen, die
auf unserer Untermannigfaltigkeit masselos sind, erhalten so einen Turm von hö-
heren Anregungen, die scheinbar Masse tragen. Ist nämlich ∂5 6= 0 so haben wir4.2. KALUZA-KLEIN THEORIEN 61
z.B. für die Klein-Gordon-Gleichung
(5)2Φ = 0
⇔

(4)2 + ∂2
5

Φ = 0
⇔

(4)2 − n2
R2

Φ = 0
, (4.26)
wobei
|n|
R für uns im vierdimensionalen Raum den Anschein einer Masse erweckt.
Diese Überlegung lässt sich auf einfache Art und Weise auf mehrere Extra-
Dimensionen ausdehnen. In diesem Fall hat man mit dem Ortsvektor der d zu-
sätzlichen Koordinaten~ y := (y1,...,yd) = (x5,...x(4+d)), die alle auf den gleichen
Radius R kompaktiﬁziert seien, und dem Wellenzahlvektor ~ n = (n1,...,nd)
 
(4)2 +
d+4 X
i=5
∂
2
i
!
Φ = 0 (4.27)
⇔
 
(4)2 −
1
R2
d+4 X
i=5
n
2
i
!
Φ = 0 . (4.28)
Wenn wir uns nun fragen, wieviele mögliche Zustände N(E) mit einer bestimm-
ten zur Verfügung stehenden Energie E besetzt werden können, so ﬁnden wir die
Antwort auf einfache Art und Weise in der Kombinatorik. Besetzt werden können
alle Zustände mit den Wellenzahlvektoren ~ n, die die Eigenschaft haben, dass
d+4 X
i=5
n
2
i < E
2R
2 (4.29)
ist. Der Wellenzahlvektor kann also innerhalb des Volumens einer Kugel mit Ra-
dius ER liegen und hat daher in kontinuierlicher Näherung
N(E) = V(d)(ER)
d (4.30)
Zustände,dieerbesetztenkann.Vd bezeichnethierdasVolumenderd−dimensionalen
Einheitskugel
V(d) =
2πn/2
nΓ(n/2)
, (4.31)
ist von Größenordnung 1 und kann i.A. vernachlässigt werden. Wir sehen nun,
dass für Energien über 1/R der Phasenraumfaktor stark ins Gewicht fallen wird.62 KAPITEL 4. DIE IDEE DER EXTRA-DIMENSIONEN
4.3 Allgemeine Eichgruppen
Vom Speziellen zum Allgemeinen
Die obigen Arbeiten von Kaluza und Klein betrachten die Vereinheitlichung der
ART und der Elektrodynamik, die eine Yang-Mills Theorie mit der Eichgrup-
pe U(1) ist. Diese Vereinheitlichung lässt sich auf allgemeine Eichgruppen (und
Produkte derselben) verallgemeinern. Es ist natürlich kein Zufall, dass die fünfte
Koordinate ebendiese Symmetrie aufweist.
Für den allgemeinen Ansatz betrachtet man die Eichfeldtheorie über der vier-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit der gewünschten Strukturgruppe (bei Ka-
luza-Klein eben U(1)) als eine Theorie der lokal trivialen Prinzipal-Faserbündel
überderRiemannschenMannigfaltigkeit.Nungiltes,aufdiesemPrinzipal-Faserbündel
eine Metrik einzuführen, die der allgemeinen Eichtheorie zunächst einmal fehlt.
Die Wahl dieser Metrik ist nicht eindeutig, aber es ist möglich, eine aus den
Struktur-Konstanten der zur Gruppe gehörigen Lie-Algebra zu erhalten:
gab = C
c
adC
c
cb . (4.32)
(Bei der U(1) verschwinden diese natürlich). Baut man die Metriken zusammen
erhält man den Ansatz:
gIJ =
 
(4)gµν + gabAa
µAb
ν gabAa
µ
gabAb
ν gab
!
(4.33)
Nun gilt es zu zeigen, dass sich auch in diesem allgemeinen Fall der Riemannsche
Krümmungsskalar des gesamten Bündels als eine Summe des Krümmungsskala-
res auf der vierdimensionalen Basismannigfaltigkeit und eines Lagrangian der zur
Symmetrie gehörenden Yang-Mills Theorie ist. Dass dem tatsächlich so ist, kann
man z.B. in [58] nachlesen.
Die Kaluza-Klein Theorien haben sich über die Jahrzehnte eines recht wech-
selhaften Interesses erfreut, sind jedoch aufgrund ihres großen Potentials zur ein-
heitlichen Beschreibung der Wechselwirkungen nie vollkommen in Vergessenheit
geraten.
Wesentliche Mängel, die mit diesen Ansätzen einhergehen, lassen sie jedoch
nicht in die Reihe der besten Kandidaten aufsteigen. Zunächst ist da, wie schon
eingangs erwähnt, das Problem der Quantisierung und Renormierung, das in die-
sem Ansatz nicht gelöst wird. Dann bleibt das Auftreten zusätzlicher Felder (das
Dilaton-Feld) zu erklären und schließlich muss aus den ursprünglich quellfrei-
en Feldgleichungen ein Masseterm für die Fermionen durch Symmetriebrechung
erzeugt werden.Teil II
Große Extra-Dimensionen
63Kapitel 5
Die Renaissance
der Extra-Dimensionen
Im letzten Kapitel haben wir mit den Arbeiten von T. Kaluza und O. Klein die
ersten Modelle zu einer Raumzeit mit zusätzlichen räumlichen Dimensionen ken-
nengelernt. Aufbauend auf den Ansatz von Kaluza und Klein folgten zahlreiche
Erweiterungen, die Teilchenwechselwirkungen in der mehrdimensionalen Welt
aus verschiedenen Richtungen angingen (für eine Übersicht siehe [140]). Auch
diemathematischeSeitederhöherdimensionalenMannigfaltigkeitenwurdemehr-
fach untersucht und führte zu interessanten Fortschritten, wenn auch nicht in die
Richtung, die man sich erhofft hatte – die einheitliche Beschreibung aller Wech-
selwirkungen der Natur.
Mitte des Jahrhunderts rückten in der Physik dann eine Vielzahl anderer Neue-
rungen in den Mittelpunkt der Aufmerksamkeit. So etwa das Quark-Modell nach
Gell-Mann, die QCD oder die experimentellen Möglichkeiten, die sich nun mit
den neuen Hochenergie-Teilchenbeschleunigern ergaben.
Im letzten Jahrzehnt jedoch ist das Interesse an Extra-Dimensionen wieder-
erwacht. Ein starkes Argument dafür kommt aus der String/M - Theorie als den
bisher besten Kandidaten für die Quantengravitation. Um dort eine konsistente
(anomaliefreie) Formulierung gewährleisten zu können, ist die Einführung von
zusätzlichen Dimensionen nötig. Auch hier taucht wieder das Problem der Kom-
paktiﬁzierung auf, die bei weitem nicht eindeutig ist.
Die neuen Modelle für Raumzeiten mit Extra-Dimensionen bedienen sich der
alten Idee von Kaluza und Klein, um das Hierachieproblem zu lösen. Die zu-
sätzlichen Dimensionen werden nun auf einen Radius weit über der Plancklänge
kompaktiﬁziert, jedoch nach wie vor ausserhalb unserer bisherigen Wahrnehm-
nung. Wir werden im Folgenden genauer sehen, wie dies zu einem Absenken
der Planckmasse führen kann. Dieses Scenario steht in keinem Widerspruch zur
Stringtheorie, sondern fügt sich dort harmonisch ein [6].
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Diese mehrdimensionalen Modelle stehen wie die Stringtheorie nicht für sich,
sondern als niederenergetischer Limes einer noch zu ﬁndenden Theorie, der je-
doch dazu dienen kann, wesentliche Grundzüge und ihre Konsequenzen zu un-
tersuchen. Inzwischen wurden zudem viele Konzepte aus der String/M - Theorie
abgeleitet [59, 60].
Man kann diese neuen Ansätze in zwei Gruppen einteilen. Diese werden nach
den Verfassern der ersten Veröffentlichungen das »Arkani - Hamed - Dimopoulos
- Dvali« (ADD) - bzw. das »Randall-Sundrum« (RS) - Modell genannt. Den bei-
den Modellen und ihren Eigenschaften werden wir uns in den folgenden Kapiteln
näher zuwenden.
5.1 Große Extra-Dimensionen
Bisher haben wir die zusätzlichen Dimensionen so klein kompaktiﬁziert, dass sie
sichaufderGrößenordnungderPlanckskalabeﬁnden.DieseBedingungistsicher-
lich hinreichend, um keine experimentellen Widersprüche hervorzurufen, aber ist
sie auch notwendig?
Die Anzahl der räumlichen Dimensionen geht in die Lösung des Kraftfeldes
einer Punktquelle ein. Schieben wir die ART für einen Moment zur Seite, so
haben wir die Poissongleichung in Kugelkoordinaten ∆φ(r) = ρ(r) und deren
Greensfunktion in d + 3 räumlichen Dimensionen
G(r) ∝
1
r(d+1) . (5.1)
Je höher die Anzahl der Dimensionen, desto schneller fällt die Kraft der Ladung
mit r ab. Das ist leicht einzusehen, wenn wir uns diese Tatsache anhand von Kraft-
linen vorstellen. Sie verteilen sich in alle Raumdimensionen und laufen dabei um
so schneller auseinander, je mehr Dimensionen zur Verfügung stehen.
Nun kennen wir aber das Potenzgesetz der Gravitationskraft, demnach scheint
es zunächst, dass d = 0 sein muss. Doch Halt! Bis zu welchen Skalen haben
wir es eigentlich vermessen? Als die neuen Extra Dimensionen erstmals disku-
tiert wurden, war die Gravitationskraft nur auf Längen über dem Millimeterbe-
reich vermessen [72, 73, 74]. Inzwischen sind Messungen bis hinunter zu 0.2 mm
erfolgt [71]. Es ist also möglich, zusätzliche räumliche Dimensionen zu haben,
solange sie nur auf kleinere Durchmesser aufgerollt sind als 0.2 mm. Zwischen
mm und der Planck-Länge lp ist nun ein erheblicher Unterschied und viel Platz
für neue Spekulationen. Daher wurden diese Dimensionen auch als »Grosse Extra
Dimensionen« bezeichnet: Large eXtra Dimensions – LXDs1.
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Wie sich bei näherer Betrachtung zeigt, gibt es bisher keinerlei experimentel-
le Widersprüche, die größeren Extra-Dimensionen entgegenstehen, jedoch setzen
die Daten je nach Modell Bedingungen an Anzahl und Radius der zusätzlichen
Dimensionen. Damit bieten die LXDs neben einem vielversprechenden Ansatz
zur Vereinheitlichung von ART und den QFT die Möglichkeit zur Lösung eines
wesentlichen Problemes: dem Hierarchieproblem.
Das Hierarchieproblem
Heute sind uns drei fundamentale Energieskalen in der Natur bekannt:
• die elektroschwache Skala
mEW =
1
(
√
sGF)
1
2
≈ 246 GeV , (5.2)
• der Infrarot Cutoff-Parameter der starken Wechelwirkung
ΛQCD ≈ 200 MeV , (5.3)
• und die Planck-Scala
mp ≈ 1.2 × 10
19 GeV . (5.4)
Erst mit dem Erreichen der Planck-Skala wird die Gravitation ebenso stark wer-
den,wiedieelektroschwacheWechselwirkung.DieFrage,warumsolcheingroßer
Sprung von der elektroschwachen zur Planck-Skala besteht, ist noch immer unbe-
antwortet.
Diese Tatsache, dass die Gravitation in ihrer Wechselwirkung um viele Grö-
ßenordnungenschwächeristalsdieanderenWechselwirkungen,wird»Hierarchie-
Problem« genannt. Diese Tatsache ist es auch, die die Quantengravitation in un-
erreichbare Ferne rückt, denn die Energie-Skala (vgl. 2.4), in der sie schließlich
auftreten sollte, ist so hoch, dass wir sie in absehbarer Zeit wohl nicht erreichen
können. In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, wie die LXDs vermögen,
das Hierarchie-Problem zu lösen. Wir stellen jedoch schon hier fest, dass uns ei-
ne weitere Grenze für die Extra Dimensionen vorliegt. Nicht nur, dass wir die
Energie-Skala der Gravitation möglichst in die Nähe der elektroschwachen Skala
bringen möchten. Wir müssen auch feststellen, dass wir bisher noch keine Effekte
beobachtet haben, die darauf hinweisen, dass bereits Quantengravitation ins Spiel
kommt.DaEnergiebereichebishinaufzuGrößenordnungenvon100GeVerreicht
wurden, hoffen wir, die neue Energieskala bei ≈ 1 TeV zu ﬁnden.68 KAPITEL 5. DIE RENAISSANCE DER EXTRA-DIMENSIONEN
5.2 Quantenfelder in Großen Extra-Dimensionen
Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied zu den Kaluza-Klein Theorien
mit ihrem ursprünglichem Ansatz, der an dieser Stelle noch einmal explizit fest-
gehalten werden soll. Bei Kaluza und Klein werden die Eichfelder der Wechsel-
wirkungen wie die Gravitation selbst als Eigenschaften des Raumes beschrieben.
Sie sind Komponenten des Metrischen Tensors und ihre speziellen, zur Eichgrup-
pe gehörenden, Symmetrien werden durch die Symmetrien der kompaktiﬁerten
Dimensionen erreicht.
Nicht so bei den Großen Extra Dimensionen. Als ein niederenergetisches Mo-
dell für eine vereinheitlichte Theorie, aus der Stringtheorie motiviert, liegen auf
unserer Brane die bekannten Quantenfelder vor. Sie entstehen nicht aus der Geo-
metrie sondern werden extern angekoppelt. Zusätzlich können sie sich nur auf
unserer Brane bewegen, da sie offenen Strings entsprechen. Einzig die Gravito-
nen, als geschlossene Strings, können in alle Raumrichtungen propagieren. Wie
zuvor erklärt, ist ihr Impuls in Richtung der Extra-Dimensionen dann quantisiert
und die Anregung geschieht in Schritten.Kapitel 6
Das ADD-Modell
DieIdeehinterdenGroßen Extra-DimenensionenwurdeinsbesonderevonN.Arkani-
Hamed, S. Dimopoulos & G. Dvali heraus gearbeitet [61, 62, 63, 66, 68]. Dieser
Ansatz wird im Folgenden als das ADD-Modell bezeichnet.
6.1 Gravitation mit LXDs
Wir nehmen an, die Welt, die uns umgibt besitzt anstelle der gewohnten 3 räumli-
chenundeinerzeitlichenDimension3+dräumlicheDimensionen.DieGesamtan-
zahl der Dimensionen sei D = 4 + d. Die zusätzlichen Dimensionen werden im
ADD-Modell nun kompaktiﬁziert auf einen Radius, von dem wir der Einfachheit
halber ansetzen wollen, dass er für alle Dimensionen gleich ist. Die damit verbun-
dene Periodenlänge der Koordinaten bezeichnen wir mit L. Dabei nehmen wir an,
dass die Koordinaten unabhängig voneinander kompaktiﬁziert werden, also keine
Krümmung in den LXDs entsteht1.
Die Koordinaten auf der Mannigfaltigkeit bezeichnen wir wie zuvor mit
(x0,x1,x2,x3,y1,...yd) =: (x,y) , (6.1)
dabei ist y der Anteil des Ortsvektors in Richtung der Extra-Dimensionen. yi kann
Werte im Bereich [0,L] mit einer periodischen Randbedingung annehmen. Das
Linenelement hat in diesem Ansatz die Form
ds
2 = −(dx
0)
2 +
X
ν
(dx
ν)
2 +
X
i
(dy
i)
2 . (6.2)
Der Raum ist also ungekrümmt und es sind demnach keine Energiequellen an-
wesend. Dies ist eine starke Vereinfachung und führt uns auch sofort den größten
1Dies ist nicht der allgemeinste Fall, es besteht in etwa die Möglichkeit, die d Dimensionen
auf eine d-Sphäre zu kompaktiﬁzieren oder beliebige Kombinationen beider Fälle.
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Nachteil dieses Ansatzes vor Augen. Im nächsten Kapitel werden wir mit dem
Randall-Sundrum-Modell einen Ansatz kennenlernen, der eine Energiedichte auf
unserer Brane miteinbezieht. Der hier vorgeführte Ansatz ist jedoch für die Be-
trachtungen von Störungen der Metrik geeignet und diese Störungen geben uns
gerade die Kaluza-Klein-Anregungen, die nun an Teilchen des Standardmodelles
koppeln.
Die Gravitation kann sich auf dieser Mannigfaltigkeit nun in alle Dimensio-
nenausbreiten,dieanderenWechselwirkungenbleibenjedochaufeinevierdimen-
sionaleUntermannigfaltigkeitbeschränkt.DieseUntermannigfaltigkeitbeschreibt
unsere Raum-Zeit; sie wird auch – in Anlehnung an die Stringtheorie – als »Bra-
ne« bezeichnet (genauer: eine »3-Brane«), die gesamte Mannigfaltikeit wird auch
»Bulk« genannt. Durch die vervielfachten Ausbreitungsmöglichkeiten der Gravi-
tonen fällt die gravitative Wechselwirkung zunächst viel stärker ab. Nachdem die
Entfernung den Radius der Extra-Dimensionen überschritten hat, nimmt sie aus
einem geringeren Anfangswert das normale funktionale Verhalten an [63].
Man kann sich das leicht klar machen, indem man die D − 1-dimensionale
Poissongleichung
∆Φ(r
0)D−1 = Ω(D−1)cδ(r
0) (6.3)
und deren allgemeine Lösung betrachtet (siehe Anhang A). So bekommt man für
die Gravitationskraft zwischen einer Testmasse m und einer Masse M das New-
tonsche Gesetz für d + 3 räumliche Dimensionen
F(D) = G(D)
mM
rd+2 . (6.4)
Die Proportionalitätskonstante G(D), die im Kraftgesetz auftritt, hat die Dimen-
sion [Länge(d+1)/Masse] und wird als die D-Dimensionale Gravitationskonstante
G(D) bezeichnet. Sie spielt auch die Rolle der Kopplungskonstante der ART. G(D)
deﬁniert sich wie folgt aus den dazugehörigen D−dimensionalen Größen Planck-
masse mp(D) und Plancklänge lp(D):
G(D) =
l
d+1
p(D)
mp(D)
. (6.5)
Es sei dabei wie zuvor G(4) = G, lp(4) = lp und mp(4) = mp. Diese neue hö-
herdimensionale Planck-Masse, die unsere fundamentale Skala sein soll, werden
wir Mf := mp(D) nennen. Wir wollen die übliche Einheitenkonvention benutzen
(siehe auch 102 ff.), mit der
Mf =
1
lp(D)
, (6.6)6.2. FELDER IN LXDS 71
eine Masse also eine inverse Länge ist. Sind nun d der D Dimensionen kompakti-
ﬁziert auf einen Radius von L, so erhält man für große r
lim
rLF(D) = G(D)
1
Ld
mM
r2 . (6.7)
DieserLimessollwiedermitunserembekanntenNewtonschenGravitationsgesetz
F(4) = G
mM
r2 . (6.8)
übereinstimmen. Wir erhalten also mit den kompaktiﬁzieren Extra-Dimensionen
einen zusätzlichen Vorfaktor ∝ Ld, mit dem wir das Hierarchie-Problem erklären
können! Es ergibt sich der für alles Weitere ausschlaggebenden Zusammenhang
m
2
p = M
d+2
f L
d . (6.9)
Die dabei auftretende neue fundamentale Skala soll nun im Bereich von ≈ 1
TeV liegen. Setzt man diese Annahme in die obige Gleichung (6.9) ein, so zeigt
sich, dass der Fall d = 1 ausgeschlossen ist, denn dann hätte die zusätzliche Di-
mension einen Radius von der Größenordnung unseres Sonnensystemes und Mo-
diﬁkationen des Newtonschen Gesetzes in diesem Bereich hätten wir längst beob-
achtet. In Abbildung 6.1 sind typische Werte der Parameter d und Mf dargestellt.
6.2 Felder in LXDs
Die obige Abschätzung mag Zweifel an ihrer Allgemeingültigkeit wecken, denn
wir wissen ja, dass das Newtonsche Gravitationsgesetz nur ein Grenzwert der All-
gemeinen Relativitätstheorie ist. Wir wollen uns daher noch einen anderen Ansatz
ansehen, in dem der Newtonsche Limes nicht benutzt wird.
Das obige Ergebnis läßt sich auch herleiten, indem wir die Wirkungsfunktion
SART der ART betrachten. Wir erhalten sie aus LART (2.10) zu:
SART =
1
G(D)
Z
R
√
gd
4xd
dy , (6.10)
wobei R und g die 4 + d - dimensionalen Größen sind und y die Koordinaten der
Extra-Dimensionen.
Erinnern wir uns nun an die Tatsache, dass wir kompaktiﬁzierte Extra - Di-
mensionen haben und erinnern wir uns weiter an das, was wir in Kapitel 4 gelesen72 KAPITEL 6. DAS ADD-MODELL
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Abbildung 6.1: Die Größe der Extra-Dimensionen L [fm] in Abhängigkeit
von der Anzahl der zusätzlichen raumartigen Dimensionen d für verschiedene
Werte der neuen fundamentalen Skala Mf.
haben. Wir sehen dann, dass wir die Komponenten der Metrik und damit auch die
Lagrangedichte in Fourierreihen entwickeln können. Die nullte Mode gibt dabei
gerade die klassische Gravitation auf unserer Brane wieder. In dieser Mode sind
aber alle Komponenten der Metrik unabhängig von den zusätzlichen Koordinaten
und diese können ausintegriert werden. Dabei ergibt das Integral gerade das Volu-
men der Extra-Dimensionen Ld. Außerdem liefern die Extra-Dimensionen keinen
Beitrag zur Krümmung und zum Krümmungsskalar, da sie in unserem Modell
keine eigene interne Krümmung aufweisen. Es verbleibt also nur die Krümmung
der Brane:
SART =
Ld
G(D)
Z
(4)R
q
(4)g d
4x + höhere Anregungen . (6.11)
Die Identiﬁkation der nullten Anregung mit der Wirkung unserer vierdimensiona-6.2. FELDER IN LXDS 73
len Gravitationstheorie ergibt nun dieselbe Schlussfolgerung und die Gleichung
(6.9) wie schon zuvor. Diesmal allerdings ganz ohne Newtonschen Limes.
Es ist nun dafür Sorge zu tragen, dass die Felder auf unsere Untermannigfal-
tigkeit gebunden sind. Diese zunächst künstlich anmutende Bedingung ergibt sich
bei Kompaktiﬁzierung in stringtheoretischen Betrachtungen von selbst [60], kann
aber auch durch Einfügen eines Potentials erreicht werden [69, 70]. Wir wollen
hier einfach als Ergebnis festhalten, dass die Lokalisierung der Felder auf unserer
Brane ohne Widersprüche möglich ist.
Die Einführung von Quantenfeldern auf dieser Raumzeit geschieht nun nach
der üblichen Vorgehensweise. Die Wirkung des Feldes wird zur Wirkung der
Gravitation allein (6.11) addiert und durch Variation erhält man dann die Be-
wegungsgleichungen. Das Graviton entspricht dabei den Anregungen der d + 4-
dimensionalen Metrik. Eine Zerlegung des Metrischen Tensors bezüglich der Ko-
ordinaten unserer Brane enthält Spin-2-, Spin-1- und Spin-0-Teilchen, wie wir
schon zuvor bei Kaluza-Klein gesehen haben. Da diese Felder von den zusätz-
lichen Koordinaten abhängen, unterliegen sie quantisierten Anregungsstufen und
ergeben einen Turm von Kaluza-Klein Zuständen. Die Masse, die dabei einem
Kaluza-Klein Zustand zugeordnet wird entspricht dabei dem Impuls in Richtung
senkrecht zu unser Untermannigfaltigkeit (vgl. Kapitel 4).
Es stellt sich nun die Frage, wie die neuen Anregungen an die Felder des Stan-
dardmodells koppeln.
Solange wir uns in einem Energiebereich beﬁnden, indem wir Effekte der
Stringtheorie noch nicht berücksichtigen müssen, also Energien < Mf, koppeln
die neuen Teilchen an das Standardmodell durch das Prinzip der Allgemeinen
Kovarianz. Wie wir zuvor gesehen haben (Abb. 6.1), liegt der Radius der Extra-
Dimensionen im Bereich von 1 mm (für d = 2) bis etwa 10 fm (für d > 5). Damit
ergeben sich die Stufen der Anregungen als Vielfache im Bereich von
1
R
≈ [eV...MeV] . (6.12)
Diese Werte sind im Vergleich zu den Energien, die in Beschleunigern erreicht
werdenundhierfürunsvonInteressesind,sehrklein.DieAnregungsstufenliegen
also in solch dichten Abständen, so dass wir sie als quasi-kontinuierlich ansehen
können. Die betrachteten Energien E liegen dabei im Bereich
1
R
 E < Mf . (6.13)
Erst die Tatsache, dass solch geringe Anregungsenergien notwendig sind, macht
es möglich, dass die Gravitation für E  1/R ein 4+d-dimensionales Aussehen
zeigt und somit die Hierarchie zwischen Gravitation und den anderen Wechsel-
wirkungen erklärt. Aus stochastischen Prinzipen sieht man, dass für eine Energie
E etwa (ER)d Zustände zur Verfügung stehen, also eine sehr große Anzahl.74 KAPITEL 6. DAS ADD-MODELL
Im niederenergetischen Bereich < Mf, den wir hier betrachten, ist es nun
möglich, in linearer Näherung der Einsteinschen Feldgleichungen die Kopplung
zwischen Kaluza-Klein Zuständen und Standardmodell-Teilchen zu untersuchen
[68, 76].
Dazu machen wir wie schon zuvor in der linearen Näherung den Ansatz
gIJ = ηIJ +
2
κd
ΨIJ , (6.14)
κd =
q
G(D) = M
−1−d/2
f (6.15)
und gehen damit in die Feldgleichungen ein. Terme von höherer als linearer Or-
dung in Ψ vernachlässigen wir. Es ist offensichtlich, dass im Falle eines ver-
schwindendenEnergie-Impuls-TensordieFelderΨwiederumdieWellengleichung
erfüllen, allerdings diesmal mit zusätzlichem Impuls in die Extra-Dimensionen.
Wir interessieren uns aber nun besonders für die Ankopplung an den Energie-
Impuls Tensor. Die Näherung des Ricci-Tensors in erster Ordung ergibt dann [8]
RIJ =
1
κd

2ΨIJ − ∂I∂
AΨAJ − ∂J∂
AΨAI + ∂I∂JΨ
A
A

. (6.16)
Daraus erhalten wir die Bewegungsgleichungen
2ΨIJ − ∂I∂
AΨAJ − ∂J∂
AΨAI (6.17)
+ ∂I∂JΨ
A
A = −
1
2κd

TIJ −
1
2 + d
ηIJT

,
wobei T = T I
I die Spur des Energie-Impuls-Tensors ist. Dabei werden Indices
nun mit η hoch- bzw. runtergezogen.
Der Energieinhalt ist auf unsere Untermannigfaltigkeit beschränkt. Wir haben
daher
TIJ = Tµν(x)η
µ
Iη
ν
Jδ(y) . (6.18)
Diese Einschränkung mag unter Berücksichtigung einer endlichen Dicke unserer
Brane nicht vollkommen korrekt sein. Effekte, die durch eine Eindringtiefe der
Felder in die Extra-Dimensionen zustande kommen können, würden jedoch nur
auf kurze Reichweiten eine Rolle spielen und so können wir sie im von uns be-
trachteten Energiebereich vernachlässigen.
Um die erhaltenen Bewegungsgleichungen interpretieren zu können, müssen
wir den Störungen der Metrik ΨIJ eine physikalische Bedeutung zukommen las-
sen. In Begriffen der ART gesprochen heißt das für uns, wir setzen eine Eichung
an. Dazu benennen wir die Komponenten der Metrik zunächst um
ΨIJ =
 
hµν Vµ i
Vν j φij
!
, (6.19)6.2. FELDER IN LXDS 75
dies ist analog zu (4.2), denn der quadratische Term in A entfällt in der lineare Nä-
herung. Das Feld hµν ist dabei das Graviton mit seinen Anregungen. Zusätzlich
haben wir die Vektorfelder Aµi und die skalaren Felder φij. Aus der Kompaktiﬁ-
zierung erhalten wir die Reihenentwicklung
hµν =
X
~ n
h
~ n
µν exp
 
i
2π~ n · ~ y
R
!
(6.20)
Vµi =
X
~ n
V
~ n
µi exp
 
i
2π~ n · ~ y
R
!
(6.21)
φij =
X
~ n
φ
~ n
ij exp
 
i
2π~ n · ~ y
R
!
(6.22)
mit ~ n = (n1,...,nd). Wir setzen die Eichung nun so an, dass diese Felder in
Richtungen propagieren, die senkrecht auf unserer Untermannigfaltigkeit stehen.
∂
µhµν = 0 , ∂
ihµi = 0
∂
µVµi = 0 , ∂
iVµi = 0
∂
iφji = 0 , h
µ
µ = 0 . (6.23)
Die letzte Forderung impliziert dabei, dass die Spur von Ψ gegeben ist durch
ΨI
I = φi
i := φ. Wir haben insgesamt (d + 4)(d + 5)/2 Komponenten in ΨIJ,
da ΨIJ symmetrisch ist. Physikalische Bedeutung erhalten wir für die Störterme
der Metrik erst, nachdem wir durch Fixierung eines Koordinatensystemes d + 4
Freiheitsgrade eliminiert haben, sowie weitere d + 4, die die Eichfreiheit für das
Spin-2-Feld (in d+4 Dimensionen) berücksichtigen. Insgesamt benutzen wir also
2(d + 4) Eichbedingungen und uns verbleiben (d + 4)(d + 1)/2 physikalische
Freiheitsgrade.
Die Bewegungsgleichungen (6.17) haben nun die einfachere Form
2ΨIJ + ∂I∂Jφ = −
1
2κd

TIJ −
1
2 + d
ηIJT

. (6.24)
Mit (6.23) erhalten wir daraus durch Kontraktion die Relation
2φ =
1
κd
1
d + 2
T . (6.25)
So können wir die Lagrangedichte für (6.24) angeben als
L =
1
2
Ψ
IJ2ΨIJ + Ψ
IJ∂I∂Jφ +
1
κd
Ψ
IJTIJ −
1
2(d + 2)
1
κd
Tφ . (6.26)76 KAPITEL 6. DAS ADD-MODELL
Nach Einsetzen der Felder erhalten wir daraus
L = −
1
2
h
µν2hµν − V
µi2Vµi −
1
2
φ
ij2φij
− h
µν∂µ∂νφ − V
iµ∂i∂µφ − φ
ij∂i∂jφ
+
1
2
Tφ −
1
κd
h
µνTµν . (6.27)
Die Vektorfelder Viµ sowie die Felder φij koppeln also nicht an den Energie-
Impuls-Tensor der eingehenden Quantenfeldtheorie und sind daher für unsere fol-
genden Betrachtungen nicht interessant. Einzig das Feld φ koppelt über die Spur
des Energie-Impuls-Tensors. Die Quanten, die in hochenergetischen Experimen-
ten von Bedeutung sind, sind jedoch in der Regel masselose Fermionen oder Eich-
bosonen. In Wechselwirkungen mit Fermionen ist die Spur des Energie-Impuls-
Tensors linear in der Fermionen-Masse; für Eichbosonen ist sie quadratisch in der
Bosonen-Masse. In hochenergetischen Kollisionen ist die Masse der wechselwir-
kenden Teilchen vernachlässigbar gegenüber ihrer kinetischen Energie und so tra-
gen diese Kopplungsterme nicht zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte bei.
Dieser sogenannte »Graviskalar« φ tritt in diesen Ereignissen nicht zutage. Die
Gravitionen hµν zeigen die erwartete Wechselwirkung mit dem vollen Energie-
Impuls-Tensor, indem wir weiter den Input unserer SM-Teilchen einsetzen kön-
nen.
Wir können nun auch den Wirkungsquerschnitt abschätzen, der etwa bei ei-
ner e+e− → γG Reaktion vorliegt (siehe Abbildung 6.2), dabei bezeichnet G das
Graviton. Für diese quantenfeldtheoretische Betrachtung ist nun die zur Lagran-
gefunktion gehörige Wirkung S =
R
dV L von Bedeutung. Bei der Ausintegra-
tion der Extra-Dimensionen taucht wie schon zuvor der Faktor Ld, das Volumen
der Extra-Dimensionen auf. Dadurch entsteht in erster Ordung ein Wirkungsquer-
schnitt von der Größenordnung
σ(e
+e
− → γ + G) ∝ L
d α
κ2
d
N(E) =
α
m2
p
N(E) , (6.28)
wobei N(E) die Anzahl der möglichen Anregungen bei der Energie E ist, die wir
zuvor in Gleichung (4.30) bereits mit (ER)d abgeschätzt haben. Die Gravitonen
tragen zwar einen Faktor m2
p bei, der die Reaktion stark unterdrückt, jedoch kön-
nen die quasi-kontinuierlichen Energie-Niveaus in hoher Anzahl angeregt werden.
Damit erhalten wir
σ(e
+e
− → γ + G) ∝
α
E2
 
E
Mf
!d+2
, (6.29)
der Wirkungsquerschnitt steigt also rasch mit der zur Verfügung stehenden Ener-
gie der Kollision an und wird ab Energien im Bereich Mf vergleichbar zu elektro-6.3. EXPERIMENTELLE ÜBERPRÜFUNG 77
Abbildung 6.2: Schematische Darstellung der Reaktion e+e− → γG.
magnetischen Wirkungsquerschnitten. Dies ist auf die hohe Anzahl der möglichen
Kaluza-Klein Zustände zurückzuführen.
Das ADD-Modell ist auf unserer Brane Poincaré-invariant, wie es unsere Er-
fahrungen fordern. Wir sollten uns jedoch vor Augen halten, dass Aufgrund der
Auszeichnung unserer Brane – nur hier gibt es die Teilchen des Standard-Modells
– die höherdimensionale Poincaré-Invarianz verletzt ist. Aus diesem Grund ist es
erst möglich, dass ein einzelnes Graviton emittiert wird. Dieses Graviton trägt
einen Impuls vertikal zu unserer Untermannigfaltigkeit, der nicht erhalten ist, sie-
he dazu Abb. 6.3. Die Impulserhaltung auf unserer Brane ist hingegen über die be-
kannten Symmetriekriterien gewährleistet. Die Energie ist in der gesamten Bulk
erhalten, so dass es zu Energieverlusten auf der Brane kommen kann.
6.3 Experimentelle Überprüfung
Bis hierher ist die Idee der Grossen Extra-Dimensionen nichts weiter als eben eine
Idee. Wie jede gute Theorie muss sie Vorhersagen erbringen, die ihre Überprüfung
ermöglichen.78 KAPITEL 6. DAS ADD-MODELL
Abbildung 6.3: Die Reaktion e+e− → γG verletzt die Energieerhaltung auf der Brane.
Das Gravitationsgesetz
Der naheliegendste Test für die Anwesenheit von LXDs besteht in einer exakten
Messung des Gravitationsgesetzes auf kleinen Skalen. Bis vor einigen Jahren be-
schränkte sich die experimentelle Überprüfung des Gravitationsgesetzes auf Ab-
stände, die deutlich über der angenommenen Größe der Extra-Dimensionen liegt
[72, 73] (für eine Übersicht siehe [74]).
NeueMessungenreichenmithoherGenauigkeitbishinabzu≈ 0.2mm,wobei
das Newtonsche Gravitationsgesetz bestätigt wird. Dies setzt ein Limit für die
Größe L der Extra-Dimensionen. Weitere Experimente, die noch kleinere Skalen
erreichen sollen, sind geplant [75].
Energieverlust durch Gravitonemission
Im vorherigen Abschnitt haben wir die Emission von Gravitonen besprochen, die
in hochenergetischen Kollisionen entstehen können. Diese Gravitonen tragen eine
Energie, die wegen ihrer geringen Wechselwirkung nicht im Detektor gemessen
wird. Es kommt also zu einem messbaren Energieverlust, ähnlich der Neutrino-
emission. Dieser Prozess, der für eine Vielzahl von Reaktionen – sowohl in der
QED als auch in der QCD – berechnet wurde, ermöglicht exakte Vorhersagen
für zukünftige Experimente. Mit Experimenten am LHC , die voraussichtlich im
Jahre 2008 beginnen können, kann die neue fundamentale Skala Mf erreicht oder
sogar überschritten werden. Siehe z. B. [76, 77] bzw. die im vorherigen Abschnitt
diskutierten Referenzen [80, 68].
Wir haben mit der Lagrangefunktion (6.27) und der Lagrangefunktion der
Eichfelder alles zusammen, um die Feynmann-Regeln für die Kopplung zwischen
Kaluza-Klein-Zuständen und Quantenfeldtheorie zu beschreiben und damit Wir-
kungsquerschnitte unter Miteinbeziehung von gravitativen Anregungen zu be-6.3. EXPERIMENTELLE ÜBERPRÜFUNG 79
d 2 3 4 5 6 7
Mf[TeV] 2.3 1.5 1.2 0.91 0.76 0.76
Tabelle 6.1: Einschränkungen an Mf, untere Grenze in TeV,
aus reeller Gravitonenproduktion.
rechnen. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit in einem anderen Sektor liegt, wollen
wir uns mit Referenzen auf andere Veröffentlichungen begnügen.
In e+e− - Beschleunigern sind die klarsten Signale zu erwarten bei der Gravi-
tonproduktion in Paaren von Fermionen (e,ν,τ), Z-Bosonen oder Photonen.
Die Entstehung von Gravitonen in e+e− → γ + G Reaktionen ist in den Re-
ferenzen [68, 80, 83, 82] untersucht und der Winkungsquerschnitt berechnet wor-
den. Dabei zeigt der Wirkungsquerschnitt, dass ein klares Signal vor dem Hin-
tergrund der Prozesse des Standardmodells zu erwarten ist. Die Ergebnisse von
L3 [86] und H1 [87] am LEPII lassen den Rückschluss zu, dass Mf ≥ 1 TeV
für d = 2 ist (siehe dazu auch [93]). Ähnliches gilt für die anderen Prozesse,
die in Leptonenkollisonen auftreten können, so erhalten wir ebenfalls aus [86] im
Prozess e+e− → ZG den Wert Mf ≥ 0.6 TeV.
Weitere Prozesse sind etwa e− + γ → e−G [80], γγ → G [76, 77] oder der
in hadronischen Kollisionen auftretende Vorgang q¯ q → jet +G [76, 77]. Zusam-
menfassend lassen sich die Schranken für Mf in Abhängigkeit von der Dimensi-
onszahl in Tab. 6.1 ablesen [92].
Virtuelle Gravitonen
ZusätzlichzurEmissionvonGravitonentragenvirtuelleGravitonenzurModiﬁka-
tion der Observablen des Standardmodells bei. Zahlreiche Veröffentlichungen zu
diesem Thema [63, 68, 79, 76, 78, 81] untersuchen den Einﬂuss virtueller Kaluza-
Klein Anregungen auf die Photonenstreuung γγ → γγ [94], Paarproduktion von
Photonen e+e− → γγ, Bosonen e+e− → ZZ,WW [95] oder Fermionen.
Nach diesen Prozessen wurde in Experimenten von ALEPH [88] DELPHI
[89], L3 [84, 85], OPAL [90], H1 [87] and D0 [91] gesucht. Unter diesen Messun-
gen setzen die von der D0-Kollaboration durchgeführten die strengsten Grenzen
an das ADD-Modell [92]. Diese Ergebnisse sind in Tabelle 6.2 aufgetragen.
Auch in Hadronenkollisionen können virtuelle Gravitonen Einﬂuss auf die Mess-
ergebnisse nehmen. Dies geschieht unter anderem durch q¯ q → γγ bzw. gg → γγ
Prozesse [76, 94, 96]. Aktuelle laufende Experimente liefern jedoch bisher keine80 KAPITEL 6. DAS ADD-MODELL
d 2 3 4 5 6 7
Mf[TeV] 0.88 0.77 0.58 0.47 0.39 0.35
Tabelle 6.2: Einschränkungen an Mf, untere Grenze in TeV,
aus virtueller Gravitonenproduktion.
neuen Einsichten. Dies wird sich mit dem Ansteigen der zur Verfügung stehenden
Schwerpunktsenergie jedoch bald ändern.
Astrophysikalische Limiten
Der Energieverlust in die Extra-Dimensionen hat auch Auswirkungen auf Astro-
physikalische Objekte, in denen hochenergetische Prozesse ablaufen können. So
wirkt sich die Abgabe von Gravitonen auf den Kühlungsprozess von Supernovae
sowie die Inﬂation im frühen Universum aus [60, 63, 103].
Beim Kollaps einer Typ II Supernova wird der Großteil der gravitativen Bin-
dungsenergie als Neutrinostrahlung abgegeben. Dies wird durch die Messung des
Neutrinoﬂusses, die von der Kamiokande und IMB Kollaboration [97] an der Su-
pernovae SN1987A durchgeführt wurden, bestätigt. Andere leichte, neutrale und
wenig wechselwirkenden Teilchen – wie die hier diskutierten mehrdimensiona-
len Gravitonen – werden ebenso wie die Neutrinos zur Energieabstrahlung vom
Kern der Supernova beitragen. Die Messdaten setzen dabei eine obere Schran-
ke für den möglichen Energieverlust in die Extra-Dimensionen. Dabei wird da-
von ausgegangen, dass der größte Anteil der Gravitonenemission durch nukleare
Bremsstrahlungsprozesse N + N → N + N + G erzeugt wird [98]. Die Größe
des Energieverlustes ist dabei nicht nur von der neuen fundamentale Skala und
der Anzahl der Extra-Dimensionen abhängig, sondern auch von der Temperatur
T und der Dichte ρ des Supernovakernes. Mit Werten von T ≈ 30 MeV und
ρ ≈ 3 × 1014gcm−3 ergibt sich für Mf [98, 99, 103, 100]
Mf ≥ 50 TeV , d = 2
Mf ≥ 4 TeV , d = 3
Mf ≥ 1 TeV , d = 4 . (6.30)
Im frühen Universum besteht ebenfalls die Möglichkeit, dass eine Überpro-
duktion von Gravitonen ab Temperaturen unter ≈ 100 MeV zu einem rascheren
Abkühlen der Materie führt. Unter Berücksichtigung der Tatsache, dass die heuti-
ge Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung (CMB – »cosmic microwa-
ve background«), bei 2.73 K liegt und das Alter des Universums bei mindestens
13.7 Gy liegt [101], ergeben sich folgende Einschränkungen an Mf [99]
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Mf ≥ 7.4 TeV , d = 3
Mf ≥ 1.5 TeV , d = 4 . (6.31)
Weitere astrophysikalische Prozesse, die berücksichtigt werden können, liefern
ähnliche Daten. Darunter etwa der Einﬂuss von durch Supernovae produzierten
Gravitonen auf die Hintergrundstrahlung [104], die Strahlung der Sonne [103]
oderdieAufheizungvonNeutronensternendurchKaluza-KleinAnregungen[105].
Für weitere Details sei der Leser auf die Übersichtsartikel [99, 103] verwiesen.82 KAPITEL 6. DAS ADD-MODELLKapitel 7
Das RS-Modell
In diesem Kapitel werden wir uns einem zweiten Modell mit zusätzlichen Dimen-
sionen zuwenden, in dessen Kontext das Hierarchieproblem gelöst werden kann.
Wir werden sehen, dass mit diesem von L. Randall und R. Sundrum [106, 107]
vorgeschlagenen Ansatz bereits eine zusätzliche Dimension ausreichend ist und
wir werden die Unterschiede zum ADD-Modell, das wir im vorherigen Kapitel
betrachtet haben, hervorheben.
7.1 RS Typ I
DerAusgangspunktdesRandall-SundrumModellsisteine5-dimensionaleRaum-
zeit, deren fünfte Koordinate y auf einen Radius R kompaktiﬁzert wird. In dieser
Raumzeit beﬁnden wir uns mit den Teilchen des Standardmodells auf einer 4-
Brane, der sogenannten »TeV-Brane«, die wir bei y = πR lokalisieren wollen.
Dieser TeV-Brane wird nun eine homogene Energiedichte ΛTeV zugeordnet. Im
Randall-Sundrum Szenario existiert außerdem eine zweite 4-Brane, die »Planck-
Brane« bei y = 0, deren Energiedichte wir mit ΛPl bezeichnen wollen. Diese
Raumzeit wird kompaktiﬁziert durch Spiegelung der TeV-Brane und Identiﬁkati-
on der Punkte y = πR und y = −πR (siehe Abbildung 7.1). Die Gravitation kann
sich wie zuvor in alle Dimensionen ausbreiten, die Teilchen des Standardmodells
sind hingegen auf unsere Untermannigfaltigkeit gebunden.
DieMetrikindergesamtenRaumzeitbezeichnenwirwiezuvormitgIJ(xν,y).
Auf unserer Untermannigfaltigkeit bzw. auf der Planck-Brane sei dann
g
TeV
µν := gIJ(x
ν,y = πR)
g
Pl
µν := gIJ(x
ν,y = 0) . (7.1)
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Abbildung7.1:SkizzezumRandall-SundrumModell.DieKompaktiﬁzierungwirddurch
Spiegelung der TeV-Brane und Identiﬁkation der Punkte y = πR und y = −πR erreicht.
Die gestrichelte Linie gibt eine qualitative Darstellung des Warp-Faktors an.
Die Wirkung, die zum oben beschriebene Szenario gehört, ist
S = SG + STeV + SPl
SG =
Z
d
4x
Z πR
−πR
dy
√
g

Λ + 2M
3
fR

STeV =
Z
d
4x
q
gTeV (LTeV + ΛTeV)
SPl =
Z
d
4x
q
gPl (LPl + ΛPl) . (7.2)
Dabei gibt SG die höherdimensionale Gravitationstheorie mit der neuen funda-
mentalen Skala Mf an (der Faktor 2 ist Konvention). Wir haben dabei mit Λ ei-
ne fünfdimensionale Energiedichte in der Bulk angesetzt. Die Lagrangedichten
LTeV und LPl generieren die Felder auf den Branes.
q
gPl und
q
gTeV sind die
Volumenelemente der Untermannigfaltigkeiten und berechnen sich aus den oben
deﬁnierten Metriken (7.1).
Dieser Ansatz, der nun eine nichtverschwindende Vakuumenergie beinhaltet,
ergibt die 5-dimensionalen Einsteinschen Feldgleichungen, die an die Energie-
Impuls-Tensoren der Felder gekoppelt sind und mit der zusätzlichen Vakuum-
energiedichte
T
Vak
IJ =
1
4M3
f
"
ΛgIJ +
q
gTeV/g ΛTeVg
TeV
µν δ
µ
Iδ
ν
Jδ(y − πR)
+
q
gPl/g ΛPlg
Pl
µνδ
µ
Iδ
ν
Jδ(y)
#
. (7.3)7.1. RS TYP I 85
Wir wollen uns nun die Feldgleichungen im Randall-Sundrum Modell anse-
hen. Dazu sehen wir zunächst von zusätzlichen Feldern auf den Branes ab, es sei
also LTeV = LPl = 0. Aus den vorhergehenden Erläuterungen ergeben sich die
Feldgleichungen dann zu
√
g

RIJ −
1
2
gIJR

=
1
4M3
f

Λ
√
g gIJ + ΛTeV
q
gTeV g
TeV
µν δ
µ
Iδ
ν
Jδ(y − πR)
+ ΛPl
q
gPl g
Pl
µνδ
µ
Iδ
ν
Jδ(y)

. (7.4)
Der Warp-Faktor
Wir machen nun einen Ansatz für die Metrik, der die vierdimensionale Poincaré-
Invarianz auf unserer Brane gewährleistet:
ds
2 = e
−2σ(y)ηµνdx
µdx
ν + dy
2 . (7.5)
Diese Metrik ist faktorisierbar, d.h. sie hat die Eigenschaft, dass beim Durchlau-
fen der zusätzlichen Dimension die Skalen auf den dabei durchschrittenen Un-
termannigfaltigkeiten mit einem richtungs- und ortsunabhängigen Faktor gedehnt
werden. Dieser Faktor e−2σ(y) wird auch als »Warp-Faktor« bezeichnet. Daher
spricht man im Zusammenhang mit diesem hier vorgestellten Modell auch von
»gewarpten Extra-Dimensionen«.
Das Einsetzen des Ansatzes (7.5) in die Feldgleichungen (7.4) liefert für den
Warp-Faktor die Gleichungen
 
∂σ
∂y
!2
= −
1
24
Λ
M3
f
(7.6)
 
∂σ
∂y
!2
+
1
2
∂2σ
∂y2 = −
1
24
1
M3
f
[Λ + ΛTeVδ(y − πR) + ΛPlδ(y)] . (7.7)
Da die Metrik eine reelle Funktion sein muss1, sehen wir aus (7.6) sofort, dass
die Konstante Λ < 0 sein muss. Nun können wir die Wurzel aus (7.6) ziehen und
die Differentialgleichung lösen. Unter Berücksichtigung der Kompaktiﬁzierung
ergibt sich
σ(y) = |y|
v u
u t −Λ
24M3
f
. (7.8)
Dabei haben wir auf eine zusätzliche additive Konstante verzichtet, da sie ledig-
lich einen konstanten Vorfaktor beiträgt, der durch Redeﬁnition der Koordinaten
1Ein komplexer Ansatz ist aufgrund der Nichtlinearität der Gleichungen nicht möglich.86 KAPITEL 7. DAS RS-MODELL
wieder beseitigt werden könnte. Das Einsetzen dieser Lösung in (7.7) liefert über
die zweite Ableitung die Bedingungen
ΛTeV = −ΛPl = 24M
3
fk , Λ = −24M
3
fk
2 (7.9)
mit einer zunächst beliebigen Konstanten k, die neben R der zweite Parameter des
Randall-Sundrum Modells ist. Führen wir in der Extra-Dimension die Winkelko-
ordinate φ mit dem Wertebereich [−π,π] mit φ := y/R ein, so nimmt die Metrik
die Form
ds
2 = e
−2kR|φ|ηµνdx
µdx
ν + R
2dφ
2 (7.10)
an.DieRaumzeitzwischenjezweiBranesistdahereinStückAnti-DeSitter-Raum
[108] (ADS), eine in der Kosmologie wohlbekannte Metrik.
Exponentielle Masseunterdrückung
Wir wollen uns nun überlegen, welche Relation zwischen der neu angesetzten
Skala Mf und der Skala unserer Gravitation auf der TeV-Brane mp besteht. Dazu
betrachten wir wie zuvor die Wirkung der Gravitation SG aus (7.2) und machen
einen linearen Ansatz, um in erster Ordnung unsere Gravitonen wiederzuﬁnden.
ds
2 = e
−2kR|φ|¯ gµνdx
νdx
µ + R
2dφ
2 mit ¯ gij ≈ ηµν + ¯ hµν . (7.11)
Dabei haben wir hier auf eine Störung des Radius R verzichtet [106], wir sind
also davon ausgegangen, dass dieser stabilisiert werden kann [115]. ¯ hij ist wie
zuvor der Störterm der Metrik. Einsetzen in die Wirkung der mehrdimensionalen
Gravitation liefert zunächst
SG ≈
Z
d
4x
Z π
−π
dφ 2M
3
fR
√
g . (7.12)
Um unsere Wirkung auf der Untermannigfaltigkeit wiederzuﬁnden, drücken wir
nun g durch ¯ g aus, sowie die Krümmung R durch die Krümmung ¯ R. Dabei ist ¯ R
die Krümmung, die aus der Metrik ¯ g berechnet wird.
Bei einer Transformation der Form (siehe z.B. [53], S. 38)
gµν(x) → ¯ gµν(x) := gµν(x)Ω(x) , (7.13)
wiewirbeimDurchschreitenderBranessehen,verhältsichderKrümmungsskalar
nach
R → ¯ R =
1
Ω(x)
R . (7.14)7.1. RS TYP I 87
Man halte sich an dieser Stelle vor Augen, dass dies keine Koordinatentransfor-
mation ist, denn bei einer solchen bliebe der Skalar natürlich invariant.
Außerdem haben wir
g =

e
−2kR|φ|
4
¯ gR
2 ,
⇒
√
g = R e
−4kR|φ|√
¯ g . (7.15)
Dies setzen wir nun ein in (7.12)
SG ≈
Z
d
4x
Z π
−π
dφ 2M
3
fR ¯ Re
−2kR|φ|√
¯ g . (7.16)
DerVorfaktor,dersichdurchAusintegrationdesVolumensderExtra-Dimension
ergibt, soll nun wieder die vierdimensionale Gravitationskonstante ergeben. So er-
halten wir die Relation
m
2
p = RM
3
f
Z π
−π
dφ e
−2kR|φ| =
M3
f
k

1 − e
−2kRπ

. (7.17)
Skalare Felder
Um die auftretenden Parameter k und R beurteilen zu können, betrachten wir nun
ein Feld auf unserer TeV-Brane. Um es uns einfach zu machen, sei Ψ = Ψ(xα,π)
ein skalares Feld mit der Masse m0. Seine Wirkung, die in (7.2) eingeht, hat die
Form2
STeV =
Z
d
4x
√
gTeV
h
g
µν
TeV(DµΨ)(DνΨ) + m
2Ψ
2
i
. (7.18)
Um die Masse m0 mit der physikalischen Masse identiﬁzieren zu können, die
in unsere Bewegungsgesetze eingeht, müssen wir die Metrik nun wie zuvor um-
schreiben. Mit der inversen Metrik
g
IJ =
 
e2kR|φ|¯ gµν 0
0 1
R2
!
(7.19)
erhalten wir so
STeV =
Z
d
4x
√
¯ g e
−2kRπ
h
¯ g
µν(DµΨ)(DνΨ) + e
−2kRπm
2
0Ψ
2
i
(7.20)
und sehen, dass die physikalische Masse m mit der Masse m0 den Zusammenhang
m = e
−kRπm0 (7.21)
2Zur besseren Lesbarkeit erscheint der TeV-Index an der Metrik hier unten.88 KAPITEL 7. DAS RS-MODELL
hat. Die Masseskalen auf unserer Brane sind also exponentiell unterdrückt, wo-
durch sich erklärt, warum die Gravitation im Gegensatz zu den anderen Wechsel-
wirkungen so schwach ist. Wenn wir nun davon ausgehen, dass das hier angesetzte
Modell dazu dient, die ursprünglich große Planckmasse mp ≈ 2 × 1018 GeV auf
die neue TeV-Skala zu drücken, so erhalten wir für die Parameter
kR ≈ 12 . (7.22)
Dies eröffnet uns die Möglichkeit, ein Problem des im vorherigen Abschnitt vor-
gestellten ADD-Modelles zu umgehen. Der dort eingeführte Kompaktiﬁkations-
radius mit Längen im Bereich L ≈ 10−1mm bis L ≈ 104 fm führt mit den dazuge-
hörigen Energiewerten E0 (die Masse der ersten Kaluza-Klein Anregung) im Be-
reich eV bis MeV zu einem neuen, wenngleich schwächeren Hierarchie-Problem,
nämlich dem Unterschied zwischen E0 und der Skala der schwachen Wechel-
wirkung. Durch den Warp-Faktor ist es im Randall-Sundrum-Modell hingegen
möglich, die Dimensionen so klein zu machen, dass der Radius R in ebendiesen
Energiebereich fällt. Dadurch liegen dann alle Energieskalen im TeV-Bereich.
Um dies zu bestätigen, betrachten wir wieder unser skalares Feld Ψ, diesmal
allerdings in der Bulk Ψ = Ψ(xα,y) und deren induzierte Massen auf unserer
Untermannigfaltigkeit. Wir erwarten nun – wie im Kaluza-Klein Szenario – dass
die funktionale Abhängigkeit von der fünften Dimension einen Turm von Anre-
gungen ergibt und interessieren uns für dessen Massenwerte.
Die Wellengleichung
∂I
√
gg
IJ∂JΨ = 0 (7.23)
bekommt nach Einsetzen der Metrik auf unserer Brane die Form
e
−2ση
νµ∂ν∂µΨ + ∂y

e
−4σ(y)∂yΨ

= 0 . (7.24)
Mit dem naheliegenden Ansatz
Ψ(x
α,y) =
∞ X
n=0
Ψ
(n)(x
α)χ
(n)(y) , (7.25)
wobei die χ(n) die Normierung
Z πR
−πR
e
−2σ(y)χ
(n)χ
(m) = δmn (7.26)
erfüllen, geht (7.23) über in

η
νµ∂ν∂µ + m
2
n

Ψ
(n) = 0 (7.27)
e
2σ∂y

e
−4σ∂yχ
(n)

= m
2
nχ
(n) . (7.28)7.1. RS TYP I 89
Mit der Substitution zn = mn/k expσ(y) und fn = exp−2σ(y)χ(n) erhalten wir
die Besselsche Differentialgleichung (siehe Anhang C)
z
2
n
d2fn
dz2
n
+ zn
dfn
dzn
+ (z
2
n − 4)fn = 0 . (7.29)
Die allgemeine Lösung für diese Gleichungen [111] hat die Form einer Linear-
kombination mit konstanten Koefﬁzienten αn [109, 110]
zn(y) :=
1
Nn
[J2(zn) + αnY2(zn)] (7.30)
bzw.
χ
(n)(y) :=
e2σ(y)
Nn

J2
mn
k
e
σ(y)

+ αnY2
mn
k
e
σ(y)

, (7.31)
wobei J2 die Besselfunktion zweiter Ordnung ist und Y2 die Webersche Funktion
zweiter Ordnung. Nn bezeichnet hierbei eine Normierungskonstante.
Die Ableitung dieser Funtktionen χ(n) soll nun an den Branes stetig sein. Die-
se Forderung können wir benutzen, um die Konstanten αn zu bestimmen und
unser Massenspektrum festzulegen. Einsetzen von σ liefert mit ∂y exp(2σ) =
2exp(σ)∂y exp(σ) an der Stelle y = 0 (vgl [109])
J2
mn
k

+ αnY2
mn
k

+ 2
mn
k

∂yJ2
mn
k

+ ∂yY2
mn
k

=
−J2
mn
k

+ αnY2
mn
k

− 2
mn
k

∂yJ2
mn
k

+ ∂yY2
mn
k

(7.32)
oder
αn = −
2J2

mn
k

+ mn
k ∂yJ2

mn
k

2Y2

mn
k

+ mn
k ∂yY2

mn
k
 . (7.33)
Die Approximation für die verwendeten speziellen Funktionen (siehe Anhang C)
liefert im Fall mn/k  1 und exp(kRπ)  1 in guter Näherung αn ≈ 0, so dass
wir auf den Beitrag der Funktionen Y2 zur Lösung unserer Differentialgleichung
(7.31) verzichten können. Mit diesem Wissen liefert die Anschlussbedingung an
der Stelle y = πR
2J2
mn
k
e
σ(y)

+ 2
mn
k
e
σ(y)∂yJ2
mn
k
e
σ(y)

= 0 . (7.34)
Unter Benutzung der Relation
∂xJn(x) =
n
x
Jn(x) + Jn−1(x) (7.35)90 KAPITEL 7. DAS RS-MODELL
erhalten wir daraus
J1
mn
k
e
kπR

= 0 . (7.36)
So ergeben sich schließlich Massen der Anregungen zu
mn = xnke
−πkR , (7.37)
wobeixn dieNullstellenderBessel-FunktionenJ1 sindundinAbständenderGrö-
ßenordnung 1 liegen [114] (Abb. 1, Anhang C). Das Massenspektrum im Randall-
Sundrum Modell ist also nur näherungsweise äquidistant.
Die Normierungskonstante ergibt sich damit für n > 0 aus (7.26) zu [109]
Nn =
eπkR
√
k
J2(xn) . (7.38)
Wir können unsere Parameter k und R nun dadurch bestimmen, dass wir die
erste Anregung der Kaluza-Klein-Moden einschränken. Diese Anregung trägt nun
eine Masse m0 ≈ k/mpTeV und kann selbst erst im Massebereich ab ≈ TeV auf-
treten. Sie spielt in diesem Modell eine ähnliche Rolle, wie die Größe Mf im
ADD-Modell, sie setzt die Skala, ab der neue Effekte der modiﬁzierten Gravita-
tion auftreten sollten. Es ist demnach k ≈ mp und R ≈ 12lp.
Gravitonen
Die hier für ein skalares Feld durchgeführte Betrachtung kann ebenso für eine
Störung der Metrik durchgeführt werden [110] und es ergibt sich dabei wie zu-
vor für das skalare Feld ein Turm von massiven Gravitonen über dem masselo-
sen Grundzustand. Dazu machen wir den Ansatz einer Störung um die gefundene
Randall-Sundrum Metrik:
gµν ≈
 
e−2σ(y) (ηµν + hµν) 0
0 1
!
. (7.39)
Hierbei sind wir davon ausgegangen, dass die gestörte Metrik durch eine ge-
eignete Eichung wieder in Blockdiagonalform gebracht wurde und dass der Radi-
us der zusätzlichen Koordinate stabilisiert werden kann, die g55-Komponente also
nicht modiﬁziert wird. Die Stabilisierung dieser Koordinate ist Gegenstand der
Diskussion [115, 116, 117, 118, 119, 120]. Sie ist aber möglich und kann etwa
durch den in [115] vorgestellten Ansatz bewerkstelligt werden. Betrachtet man
diese Größe als koordinatenabhängige Funktion, so unterliegt sie Bewegungsglei-
chungen (diese werden in [132] hergeleitet) und wird auch als »Radion« bezeich-
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Im Gegensatz zum oben betrachteten skalaren Feld haben wir nun einen Quell-
term, nämlich gerade die angesetzte Vakuumenergie. Auf der anderen Seite sehen
wir, dass sich durch den Warp-Faktor die Wellengleichung nicht nur für den Stör-
term ergeben, denn im Gegensatz zum klassischen ART-Fall (vgl. Kapitel 2.2)
verschwindet die Ableitung der Hintergrundmetrik exp(−2σ)ηµν nicht. Natürlich
ist es gerade diese ungestörte Metrik, die nach Voraussetzung die Vakuumenergie
generiert. Daher erfüllen die Störterme ebenso wie bei unserem skalaren Feld eine
quellfreie Wellengleichung.
Wählt man wie oben den Ansatz
e
−2σ(y)hµν =
∞ X
n=0
h
(n)
µν (x
α)χ
(n)(y) , (7.40)
so erhält man

η
νµ∂ν∂µ + m
2
n

h
(n)
µν = 0 , (7.41)
begleitet von den Gleichungen für die χ(n), also eine Wellengleichung mit dem-
selben Massespektrum wie oben. Diese Anregungen interpretieren wir, wie schon
bei Kaluza-Klein und im ADD-Modell, als massive Gravitonen, die auf unserer
Brane propagieren3.
Die Ankopplung der Gravitonen an die Teilchen des Standardmodells hat bis
auf den überall auftretenden Vorfaktor exp−2σ(y) dieselbe Form wie im ADD-
Modell, wie man aus den linearisierten Feldgleichungen sofort sieht. Siehe dazu
auch [59, 110, 114].
7.2 RS Typ II
Das im vorigen Abschnitt besprochene Randall-Sundrum-Modell ist streng ge-
nommen kein Modell mit »großen« Extra Dimensionen, denn wir haben gesehen,
dass der Kompaktiﬁkationsradius R von der Größenordnung ≈ 12lp ist. Wenn wir
Gleichung (7.17) betrachten, so stellen wir jedoch fest, dass der Limes R → ∞
wohldeﬁniert ist und die Relation m2
p = M3
f/k ergibt.
Das Randall-Sundrum-Modell Typ II [107, 113] hat nun das folgende modi-
ﬁzierte Szenario: Die Teilchen des Standardmodells beﬁnden sich auf der oben
als Planck-Brane bezeichneten Untermannigfaltigkeit, derjenigen Brane mit posi-
tiver Vakuumenergie. Die zweite Brane verschieben wir ins Unendliche. Es bleibt
zu bestätigen, dass dabei im geeigneten niederenergetischen Limes das bekann-
te Gravitationsgesetz erhalten bleibt. Dazu greifen wir auf unser Analyse der
3Man beachte, dass ein Vorfaktor exp[−2σ(y)] vor dem Störterm hµν im Ansatz der Metrik
für das Massenspektrum keine Rolle spielt.92 KAPITEL 7. DAS RS-MODELL
Kaluza-Klein-Anregungen zurück, die wir zuvor durchgeführt haben. Lediglich
die Interpretation ändern wir. Wir sitzen nun auf der Brane beim Wert y = 0.
Wie wir wissen, können wir die gravitativen Anregungen in Form von Bessel-
funktionen angeben. Nahe unserer Brane gilt mit dem oben durchgeführten Limes
für R → ∞
h
(n)
µν (0) = const.
rmn
k
, (7.42)
wobei die auftretende Konstante von der Größenordung 1 und nicht weiter von In-
teresse ist (vgl. Anhang C). Jedes Kaluza-Klein-Graviton auf der Brane trägt nun
eineMassemn underzeugtdamiteinYukawa-PotentialderForm1/rexp(−mnr).
Hierbei ist r der Radius auf unserer Untermannigfaltigkeit. Da wir zuvor gesehen
haben, dass das Massenspektum in Abständen ≈ k exp(−kπR) liegt, wissen wir,
dass wir für Grosse R ein kontinuierliches Spektrum bekommen (und ersetzen
daher den Index n durch m).
Der gesamte Beitrag dieser Teilchen ergibt dann für das Gravitationspotential
V (r) =
m1m2
m2
p
1
r
+
m1m2
M3
f
Z ∞
0
dm
e−mr
r
|h
(m)
00 (0)|
2
=
m1m2
m2
p
 
1
r
+ const.
1
k
Z ∞
0
dm
e−mr
r
m
k
!
, (7.43)
und nach Ausintegration erhalten wir
V (r) = G
m1m2
r

1 +
const.
r2k2

. (7.44)
Wir erhalten also einen Betrag höherer Ordnung zum klassischen 1/r Potential.
Wir sehen aber auch, dass dieser Beitrag für r  1/k kaum noch beiträgt, wir
also unser gewohntes Newtonsches Gesetz wieder zurück erhalten.
Dieser Ansatz liefert also eine dritte Möglichkeit, mit zusätzlichen Dimensio-
nen das Hierarchieproblem zu lösen. Wir wollen uns hier mit dieser kurzen Er-
klärung zufrieden geben, die nur den Newtonschen Fall berücksichtigt. Der inter-
essierte Leser kann in [121, 122] explizit nachlesen, dass auch die Tensorstruktur
der gravitativen Wechselwirkung im RS-II Anszatz für große Abstände mit dem
Limes der klassischen Allgemeinen Relativitätstheorie übereinstimmt.
7.3 Experimentelle Überprüfung
Nach unseren theoretischen Betrachtungen wollen wir uns nun der experimentel-
len Überprüfung des Randall-Sundrum-Modells zuwenden. Wir beschränken uns
dabei auf das RS-I-Modell. Für eine Übersicht siehe [59].7.3. EXPERIMENTELLE ÜBERPRÜFUNG 93
Das RS-I Modell hat zwei freie Parameter. In der Regel wählt man diese Grö-
ßen als η = k/mp exp(kπR) und m1, die Masse der ersten Anregung. Um zu
gewährleisten, dass die Lösung für die Metrik im hier betrachteten Szenario wi-
derspruchsfrei ist, gilt es zu bedenken, dass die Krümmung unserer fünfdimen-
sionalen Raumzeit nicht so stark werden darf, dass Stringeffekte mit der neuen
Skala Mf bereits eine Rolle spielen. Da der Krümmungsskalar die Dimension
[1/Länge2] hat, muss also gelten
|R| < M
2
f . (7.45)
Die Krümmung zur Metrik (7.10) berechnet sich zu −20k2 und damit ist
k
Mf
<
s
1
20
. (7.46)
Im für uns interessanten Fall ist nach (7.17) mit exp(2πkR)  1
m
2
p ≈
M3
f
k
e
2kπ , (7.47)
und damit erhalten wir an η die Einschränkung
η =
k
mp
e
2kπ ≈
 
k
Mf
!3
2
< 0.1 . (7.48)
Eine weitere Grenze an die Parameter wollen wir setzen, indem wir uns erin-
nern, aus welchem Grund wir dieses Modell betrachtet haben: um das Hierarchie-
Problem zu lösen. Daher soll die neue Skala Mf in der Größenordung ≈ TeV
liegen. Wir fordern also Mf < 10 TeV.
Reelle und virtuelle Gravitonen
Die phänomenologischen Implikationen dieses Modelles unterscheiden sich in ei-
nemwesentlichenPunktvondenendes ADD-Modelles.Im ADD-Modellwardas
Massenspektrum aufgrund des großen Radius der Extra-Dimensionen quasikon-
tiniuerlich. Im RS-I-Modell erlaubt der Warp-Faktor hingegen einen Radius, der
mit massiven Anregungen in TeV-Schritten einhergeht. Im Folgenden bezeichnen
wir das Graviton mit der Masse mn als G(n).
Kaluza-Klein-Zustände im Randall-Sundrum-Modell Typ I können daher ein-
zeln angeregt werden. Aufgrund der geringen Lebensdauer dieser TeV-Massen-
Zustände können sie über ihre Zerfallsprodukte nachgewisen werden, etwa in
Proton-Proton Kollisionen [123]
pp → G
(1) → e
+e
− (7.49)94 KAPITEL 7. DAS RS-MODELL
bzw. in Subprozessen der Form
q¯ q → G
(1) → e
+e
− (7.50)
gg → G
(1) → e
+e
− , (7.51)
deren differentielle Wirkungsquerschnitte in [124] berechnet worden sind. Durch
den zusätzlichen Zerfallskanal über das Graviton kommt es dabei im begrenzten
Energiebereich um die Massen der Gravitonen zu einem Anstieg des Reaktions-
wirkungsquerschnittes. Zur Illustration siehe Abbildung 7.2 aus [110]. Bei diesen
Prozessen ist es zur Bestätigung des Modelles nötig, sicherzustellen, dass es sich
um eine gravitative Anregung handelt. Dazu muss die Winkelverteilung der Kolli-
sion auf den Spin der Teilchen hin ausgewertet werden. Eine analytische Berück-
sichtigung dieser Tatsache ist in [123] zu ﬁnden.
Schon ein Auftreten des ersten Gravitons der Masse m1 erlaubt Aussagen
über die Existenz der Extra-Dimension und ihre Ankopplung an das Standard-
modell. Höhere Anregungen lassen über die Schritte im Massespektrum nähere
Rückschlüsse über die Art des Modells sowie die Selbstwechselwirkung der Gra-
vitonen zu. Dabei kann es zu einem Zwischenzerfall der Form G(n) → G(k) G(k)
mit k < n kommen [128].
Für den Bereich η < 0.1 und Massen der ersten Kaluza-Klein-Anregung von
etwa ≈ TeV ist die direkte Suche nach dem ersten Kaluza-Klein-Graviton G(1) in
hochenergetischen Beschleunigerexperimenten ab
√
s ≈ 1 TeV möglich.
Es zeigt sich dabei, dass in ¯ pp-Kollisionen mit bereits vorliegenden Daten vom
Tevatron ein weiterer Parameterbereich des Modells ausgeschlossen werden kann
– siehe dazu Abbildung 7.3. Die am LHC ab voraussichtlich 2008 möglichen
hochergetischen Prozesse im Energiebereich 14 TeV und einer Luminosität von
L > 1033cm−2s−1 lassen eine erweiterte systematische Überprüfung des RS-I-
Modelles zu.
Es zeigt sich [81], dass am LHC die Aussicht bestehen wird, die gesamte Re-
gion der Parameter methodisch abzudecken und das RS-I-Modell zu widerlegen
oder zu bestätigen [124]. Eine Übersicht der Parameter zeigt Abbildung 7.3. Zu
Vorhersagen zum ATLAS-Experiment siehe [123].
Weitere Daten, die jedoch bisher keine zusätzlichen Einschränkungen an den
Parameterbereich liefern, lassen sich aus der Analyse elektroschwacher Prozesse
gewinnen [127].
ZusätzlichzurreellenProduktionvonGravitonenistwieauchim ADD-Modell
die Untersuchung des Einﬂusses virtueller Gravitonen, etwa bei Diphotonen Pro-
duktion [114] am Tevatron (Run II) und am LHC.
S. R. Choudhury [125] weist außerdem auf die Möglichkeit von Untersuchun-
gen des zusätzlichen gravitativen Austausches in der Comptonstreuung hin, die
am NLC [126] durchgeführt werden können.7.3. EXPERIMENTELLE ÜBERPRÜFUNG 95
Abbildung 7.2: Der totale Wirkungsquerschnitt unter Miteinbeziehung massiver Gravi-
tonen G(n) am Beispiel des Prozesses e+e− → µ+µ− mit Mf = 600 GeV. Von oben
nach unten gehören die Kurven zu den Parameterwerten c = 1.0,0.7,0.5,0.3,0.2,0.1.
Abbildung aus [110].
Kosmologie und Astrophysik
Damit ein Modell wie das hier vorgestellte als eine Erweiterung der aktuellen
Theorie gelten kann, muss es zunächst die bekannten Fakten reproduzieren kön-
nen. Ein wichtiger Teil, den es wiederzuentdecken gilt, ist die Nukleosynthese im
frühen Universum, die das Entstehen der Elemente nach dem heutigen Modell der
Inﬂation erklärt.
Es zeigt sich, dass die für die zeitliche Entwicklung des Universums entschei-
dende Friedmannsche Gleichung für die Hubble-Rate (siehe Kapitel 2.2, Glei-
chung (2.21) und (2.30)) modiﬁziert wird. Sie hat im 5-dimensionalen Randall-
Sundrum-Modell mit der oben eingeführten höherdimensionalen kosmologischen
Konstante Λ und der totalen (Energie und Materie) Energiedichte ρTeV auf der
Brane die Form [131, 135]
H
2 =
 
ρTeV
6M3
f
!2
+
Λ
6M3
f
(7.52)96 KAPITEL 7. DAS RS-MODELL
Abbildung 7.3: Darstellung der theoretischen und experimentellen Einschränkungen an
den Parameterbereich im Randall-Sundrum-Modell I . Der erlaubte Bereich liegt in der
Mitte. Abbildung aus [124].
anstatt der üblichen Relation
H =
s
ρTeV
6M3
f
. (7.53)
Diese Abweichung führt zu Problemen in der zeitlichen Entwicklung und den
Prozessen im frühen Universum; diese sind in [129, 130, 131, 132, 133, 134, 135]
diskutiert worden.
Es zeigt sich, dass dieses Problem der kosmologischen Inﬂation eng verknüpft
ist mit dem der Radiusstabilisierung, die wir schon zuvor angesprochen haben.
Tatsächlich stelltsich heraus,dass durcheine Stabilisierung desRadius, etwanach
Goldberger-Wise [115], erreicht werden kann, dass die Evolution des Universums
wieder unserem heutigen kosmologischen Wissen entspricht [136]. Dabei kommt
das Radion als neues Feld, das auch an das Standardmodell koppelt, ins Spiel.
Das Radion ist (siehe S. 90) die Komponente der Metrik in Richtung der
Extra-Dimensionen und kann auch als Abstand zwischen den Branes interpretiert
werden. Wie in [132] hergeleitet wird, erfüllt es dieselben Bewegungsgleichun-
gen, wie das neutrale Higgs-Feld, jedoch mit einer anderen Kopplungskonstanten,7.3. EXPERIMENTELLE ÜBERPRÜFUNG 97
die je nach Parameterbereich variiert. Kosmologische und astrophysikalische Ein-
schränkungen an das Randall-Sundrum-Modell sind also letzten Endes wieder auf
hochenergetische Experimente zurückzuführen. Die Tatsache, dass wir bisher kei-
ne Spuren des Radions (und des Higgs) gefunden haben, lässt Rückschlüsse auf
die Masse des Radions zu, die nach [136] im Bereich von 10 − 100 GeV liegen
muss, siehe dazu auch [59].98 KAPITEL 7. DAS RS-MODELLTeil III
Schwarze Löcher in
Extra-Dimensionen
99Kapitel 8
Schwarze Löcher in
Extra-Dimensionen
Die Anwesenheit von Extra-Dimensionen modiﬁziert die Gravitationskraft auf
kleinen Skalen. Es ist daher zu erwarten, dass sich daraus Konsequenzen für
Schwarze Löcher ergeben. Insbesondere widmen wir uns der Frage, auf welchen
Raumbereich die Masse des Schwarzen Loches mit und ohne Anwesenheit von
Extra-Dimensionen komprimiert werden muss, und ob dies experimentell zu er-
reichen ist.
8.1 Die neue Skala
Wir nehmen im Folgenden stets an, dass die neue fundamentale Masse Mf bei ca.
1 TeV liegt. Die neue Energieskala soll jenseits des bereits erkundeten Bereiches
liegen, aber doch niedrig genug sein, um das Hierarchieproblem zu lösen. Dies ist
dann die d + 3-dimensionale neue Planckmasse
mp(D) =: Mf = 1 TeV . (8.1)
Daraus ergibt sich
lp(D) ≈ 2 × 10
−4 fm . (8.2)
Man mag an dieser Stelle ganz richtig einwenden, dass das Ausbleiben jeglicher
Hinweise auf die Existenz von Extra-Dimensionen den bequemen Ausweg offen
hält,dieneueFundamentalskalaeinfachnocheinStückweiternachobenzuschie-
ben. Es bleibt zu hoffen, dass sich durch weitere Untersuchungen der Theorien
über Grosse-Extra-Dimensionen ausreichend Einschränkungen an die Parameter
d und L machen lassen, um diesem Kritikpunkt vorzubeugen.
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MitderFestlegungvonMf erhältmannach(6.9)dieGrößederExtra-Dimensionen
zu
L =
 
mp
Mf
!1+ 2
d
lp . (8.3)
Dies ergibt die Werte
d = 1 : L ≈ 10
12 m (8.4)
d = 2 : L ≈ 1 mm (8.5)
d = 3 : L ≈ 10
6 fm (8.6)
d = 4 : L ≈ 10
4 fm (8.7)
Wir benutzen im Weiteren die übliche Einheitenkonvention lp = 1/mp. Der
vierdimensionaleSchwarzschild-RadiusistdannzumBeispielgegebendurchRS =
2M/m2
p. Diese Konvention ist dimensionsunabhängig, da die Plancklänge als die
zur Planckmasse gehörige Compton-Wellenlänge clp = ¯ h/mp deﬁniert ist, unab-
hängigdavonobweitereDimensionenvorhandensindodernicht.DasUmrechnen
von Massen in Längen oder zurück erfolgt daher durch Multiplikation oder Divi-
sion mit einer ausreichenden Menge von Faktoren mplp. Es ist
lpmp ≈= 2 × 10
−4 fmTeV . (8.8)
Im vierdimensionalen Fall berechnen wir den Schwarzschildradius RS für ein
Loch der Masse der Größenordnung M ≈ Mf = 1 TeV zu
RS =
2M
m2
p
≈ 2 × 10
−38fm . (8.9)
Teilchen, die eine Energie W tragen, können nach der Unschärferelation im Wel-
lenbild eine Auﬂösung von ∆x = ¯ hc/W erreichen. Dies gibt uns eine Vorstellung
der Größenordnungen der in einem Beschleuniger erreichten Annäherung, wenn
wir im Teilchenbild bleiben wollen. Bei W = 200 GeV liegt ∆x bei 10−2 fm. Die
Struktur von Nukleonen kann bei Experimenten dieser Energie bereits untersucht
werden.
Mit W = 10 TeV erreichen wir bereits ∆x ≈ 2 × 10−4fm, was bereits vie-
le neue Möglichkeiten eröffnet. Wir sehen aber auch, dass im vierdimensionalen
Raum auch mit den nächsten und übernächsten Generationen von Beschleunigern
kaum Schwarze Löcher zu erzeugen sind. Um die Energie zum Kollaps zu brin-
gen, muss es möglich sein, die beschleunigten Teilchen auf einen Raumbereich
innerhalb ihres Schwarzschildradius zu bringen.
Es stellt sich nun die Frage, welche Modiﬁkation der Schwarzschildradius bei
wachsender Dimensionszahl erfährt. Dieser Fragestellung wollen wir uns im Fol-
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Abbildung 8.1: Skizze der Topologie des Schwarzen Loches im Fall 1. (links) und im
Fall 2. (rechts).
8.2 Die Metrik im ADD-Modell
Für Schwarze Löcher astrophysikalischer Massen erwarten wir, auf unserer Brane
die bekannte Schwarzschild-Lösung zurück zu erhalten. In diesem Fall liegt der
Schwarzschild-Radius über dem Radius der Extra-Dimensionen. Auf der anderen
Seite interessieren wir uns nun vor allen Dingen für Schwarze Löcher, deren Ra-
dius in der Nähe der neuen Planckskala liegt, als deutlich unter dem Radius der
Extra-Dimensionen.
Wir können zwischen zwei Fällen unterscheiden, in denen wir die Metrik an-
geben können:
1. Die Größe des Schwarzschild-Radius RS ist  L. In diesem Fall hat der
Horizont die Topologie
S3 ⊗ U(1) ⊗ U(1) ⊗ ...
| {z }
d−mal
(8.10)
Siehe auch Abb. 8.1 links.
2. RH ist  L. In diesem Fall ist die Topologie kugelsymmetrisch in d + 3
Dimensionen, da wir die Randbedingung der Kompaktiﬁzierung vernach-
lässigen können. Siehe Abb. 8.1 rechts.
Die Lösungen, die im Übergangsbereich liegen und nicht durch einen der
Grenzfälle beschrieben werden können, diskutieren wir hier nicht. In [138] wird
über mögliche Instabilitäten beim Übergang gesprochen.104 KAPITEL 8. SCHWARZE LÖCHER IN EXTRA-DIMENSIONEN
Welche Massen gehören nun zu den oben genannten zwei Fällen? Um dies zu
beantworten,deﬁnierenwirdiekritischeMasseMc alsdieMasse,derenSchwarzschild-
Radius gerade die Größenordnung der Länge der Extra-Dimensionen hat
Mc ≈
L
G
=
Lmp
lp
(8.11)
Da wir oben gesehen haben, dass der Radius der Extra-Dimensionen etwa im
mm-Bereich liegt und wir andererseits wissen, dass der Schwarzschild-Radius der
Erde in denselben Bereich fällt, stellen wir fest, dass Mc etwa die Erdmasse ist.
Wir interessiern uns nun für Schwarze Löcher, die in Parton-Parton Kollisio-
nen mit einer Maximum c.o.m. Energie1 von
√
s = 14 TeV produziert werden.
Für diese Schwarzen Löcher gilt also RH  L – sie gehören zum Fall 2.
8.2.1 Die n-dimensionale Schwarzschildlösung
Für die kugelsymmetrische Lösung der Einsteingleichung in D = 4 + d Dimen-
sionen beginnt man wie zuvor mit dem Ansatz (vgl. (3.1))
ds
2 = −α(d+3)(r,t)dt
2 + β(d+3)(r,t)dr
2 + r
2dΩ(d+3) , (8.12)
wobei dΩ(d+3) nun das Oberﬂächenelement der 3 + d - dimensionalen Einheits-
sphäre ist. Die Lösung der Feldgleichungen Rµν = 0 ergibt wiederrum die Zeit-
unabhängigkeit der Funtionen α und β und liefert [141]
α(d+3)(r) =
1
β(d+3)(r)
= 1 −
C
r
1+d
=: γ(d+3)(r) . (8.13)
C istdabeidieauftretendeIntegrationskonstante.WirbestimmenC ausderForde-
rung, dass für r  L der Newtonsche Limes in dieser Raumzeit mit d kompaktiﬁ-
zierten Extra-Dimensionen mit dem 4-dimensionalen Newtonschen Gravitations-
gesetz (6.8) übereinstimmen soll. Aus Kapitel 3.3 wissen wir, dass ∂rγ(d+3)m/2
das Newtonsche Potential wiedergeben muss, es ist also
m
d + 1
2
C
r
1+d 1
r
=
m
M
d+2
f
M
rd+2 (8.14)
oder
γ(d+3)(r) = 1 −
2
d + 1
1
M
d+2
f
M
rd+1 . (8.15)
1c.o.m. - »center of mass«8.2. DIE METRIK IM ADD-MODELL 105
Da C die Dimension [Länged+1] hat, ist C = R
d+1
S , wobei RS der Scharzschild-
Radius des d + 4-dimensionalen Schwarzen Loches ist. Wir erhalten RS zu
R
d+1
S =
2
d + 1
 
1
Mf
!d+1 M
Mf
. (8.16)
M gibt dabei die Masse des Schwarzen Loches an. Die Oberﬂächengravitation
berechnen wir nach (3.16) zu
κD =
1 + d
2
1
RS
(8.17)
Die Oberﬂäche des Horizontes ergibt sich weiter als
AD = Ω(d+3)R
d+2
S (8.18)
= Ω(d+3)
M
κ
 
1
Mf
!d+2
, (8.19)
wobei Ω(d+3) die Oberﬂäche der d + 3-dimensionalen Einheitskugel ist
Ω(d+3) =
2π
d+3
2
Γ(d+3
2 )
. (8.20)
Stellen wir nun noch einmal unsere eingangs des Kapitels betriebene Überlegung
zur Produktion experimentell erzeugter Löcher an. Aus (8.16) erhalten wir nun für
den Schwarzschild-Radius eines Schwarzen Loches mit M = 1 TeV, dass RS bei
d = 2 von der Größe ≈ 10−4fm ist. Verglichen mit der erreichbaren Auﬂösung bei
Energien um Mf liegt diese Größenordnung durchaus im Bereich des Möglichen.
Diessollteunsnichtweiterverwundern,dawirjawissen,dassdiePlancklängezu-
mindest in vier Dimensionen eben die Compton-Wellenlänge zum Schwarzschild-
Radius ist. Miteinbezogen wird hier allerdings der dimensionsabhängige Vorfak-
tor.
Abbildung 8.2. zeigt für verschiedene Werte von d das Verhalten des Schwarz-
schild-RadiusinAbhängigkeitvonderMasse.DieAnnäherungderkollidierenden
Teilchen muss also darunter liegen. Zusätzlich zeigt die Abbildung die Hyperbel
der energieabhängige Auﬂösung ∆x, die nicht unterschritten werden kann. Ab
den Schnittpunkten der Kurven besteht aus dieser naiven Sicht kein Hindernis
mehr, das der Produktion Schwarzer Löcher im Wege steht.
NatürlichgibtdieseeinfacheBetrachtungkeinerleiHinweisdarauf,obSchwar-
ze Löcher in Beschleunigern der nötigen Energien in einem Maß erzeugt werden
können, das nachweisbar ist. Um zu berechnen, was machbar ist und was nicht,
müssen wir uns den Wirkungsquerschnitt der Kollision ansehen. Dies wird im
nächsten Kapitel folgen und uns quantitative Aussagen ermöglichen. Außerdem
bleibt noch die Frage zu klären, wie die Schwarzen Löcher nachgewiesen werden
können.106 KAPITEL 8. SCHWARZE LÖCHER IN EXTRA-DIMENSIONEN
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Abbildung 8.2: Der Schwarzschild-Radius verglichen mit der
Auﬂösung in Anwesenheit von d grossen Extra-Dimensionen.
8.2.2 Die n-dimensionale Kerr-Lösung
Sehen wir uns ein schematisches Bild einer Teilchenkollision an (Abb. 8.3), bei
der ein Schwarzes Loch entstehen soll, so sehen wir sofort, dass aus Erhaltungs-
gründen der Drehimpuls J des entstehenden Objektes nur bei zentralen Kollisio-
nen mit b = 0 verschwindet. Im Allgemeinen ist jedoch J ≈ pb ≈ 1/2Mb,
wobei M die Masse des entstehenden Loches ist. Daher wollen wir uns der n-
dimensionalen Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen mit Drehimpuls zu-
wenden, also der n-dimensionalen Kerr-Lösung.
Das Schwarze Loch, das wir hier untersuchen, soll nur in unserer Brane rotie-
ren und zwar in der x - y - Ebene. Aus dem dadurch enstehenden Drehmoment J8.2. DIE METRIK IM ADD-MODELL 107
Abbildung 8.3: Skizze einer Teilchenkollision.
erhalten wir das speziﬁsche Drehmoment
a =
J
M
d + 2
2
, (8.21)
wobei wir einen dimensionsabhängigen Vorfaktor einführen, der nichts weiter tun
soll, als uns Schreibarbeit abzunehmen. Bei Energien im TeV- Bereich, liegt J in
der Größenordnung 10−4 fm TeV/c.
Um einen Vergleich zum nicht-rotierenden Fall zu vereinfachen, führen wir
die Größe
µ = R
d+1
0 =
16πG
(d + 2)Ω(d+2)
MH (8.22)
ein, wobei R0 der Schwarzschildradius für verschwindenden Drehimpuls J ist.
Wir übernehmen die Rechnungen von Myers und Perry [141] und ﬁnden für
die Metrik eines in φ-Richtung rotierenden Schwarzen Loches in 4+d Dimensio-
nen (vgl. auch (3.28)):
ds
2 = − dt
2 + sin
2 θ
2(r
2 + a
2)dφ
2 + ∆

dt
2 + a
2 sin
2 dφ
2
2
+ Ψdr
2 + ρ
2dθ
2 + r
2 cos
2 θdΩ(d) (8.23)
(Ω(0) = 0 ), wobei
ρ
2 = r
2 + a
2 cos
2 θ , (8.24)
Ψ =
rd−1ρ2
rd−1(r2 + a2) − µ
, (8.25)
∆ =
µ
rd−1ρ2 . (8.26)108 KAPITEL 8. SCHWARZE LÖCHER IN EXTRA-DIMENSIONEN
Diese Metrik stellt eine Verallgemeinerung der Kerr-Lösung [35] in Boyer-Lind-
quist-Koordinaten [137] für höhere Dimensionen dar. An dieser Stelle sollte man
sich klarmachen, dass dieser Fall nicht der Allgemeinste ist, da wir nur Rotationen
auf unserer Brane in Betracht ziehen. Bei einer beliebigen Rotationsrichtung in
einem n-dimensionalen Raum muss berücksichtigt werden, dass die Rotation um
mehr als eine Achse erfolgen kann, was die Lösung erheblich kompliziert. Setzen
wir a = 0, sehen wir, dass Ψ sich zum kugelsymmetrischen Schwarzschildschen
Fall vereinfacht.
Der Horizont soll sich am Ort r = RS beﬁnden und wir erhalten seine Lage
durch Lösung der Gleichung:
R
d+1
S + a
2R
d−1
S = µ . (8.27)
Für beliebige d wird diese Gleichung im Allgemeinen nicht analytisch lösbar sein.
Die Kerr-Lösung hat zwei Killingvektoren. Einer der Vektoren gehört zu der
zeitartigen Koordinate, da die Metrik stationär ist. Der andere kommt durch die
Rotationssymmetrie zustande und gehört daher zur Koordinate φ. Aus diesen Kil-
lingvektoren kann die Oberﬂächengravitation κ berechnet werden [33, 141]. Wir
folgen weiter der Rechnung von Myers und Perry und erhalten so
κ =
( Πr−µ
2µr |r=RH d gerade
Πr−2µr
2µr2 |r=RH d ungerade
, (8.28)
wobei
Πr =
(
(d + 2)rd+1 + da2rd−1 d gerade
(d + 3)rd+2 + (d + 1)a2rd d ungerade . (8.29)
Daraus erhalten wir die Oberﬂäche des Schwarzen Loches über den Zusammen-
hang
AH = Ω(d+2)
µ
2κ
 
d + 1 − 2
a2
R2
S + a2
!
. (8.30)
Die größten Abweichungen erwarten wir für den größtmöglichen Fall des
Drehmomentes, also eben gerade den Grenzfall, in dem die Teilchen auf einer
Distanz aneinender vorbeischrammen, die dem Schwarzschild-Radius entspricht.
Dieser Fall ist aus stochastischen Gründen auch der wahrscheinlichste. Zumal
wird er uns eine ober Abschätzung für die Änderung des Schwarzschildradius
liefern.
Wir betrachten also den Extremfall mit b = 2RS, woraus sich J = MHRS
ergibt. Setzen wir dies in die Gleichung (8.27) ein, so erhalten wir2
J = RS

1 +
 
d + 2
2
!2

− 1
d+1
. (8.31)
2Damit wird der Fall d = 0 ausgeschlossen, da die Ungleichung M2 > a2 verletzt ist.8.3. SCHWARZE LÖCHER IM RS-MODELL 109
Mit der Notation
α =
1
1 +

d+2
2
2 (8.32)
ergibt sich RS = α
1
d+1R0 und
κ =

  
  

α(2d + 2)
h
d+2
2
i2
− 1

1
2RS d gerade

α(2d + 4)
h
d+2
2
i2
− 2

1
2RS d ungerade
. (8.33)
Schließlich erhalten wir für die Oberﬂäche
AH = Ω(d+2)

d + 1 − 2
 
d + 2
2
!2
α



 
 
RSµ
α(2d+2)[
d+2
2 ]
2
−1 d gerade
RSµ
α(2d+4)[
d+2
2 ]
2
−2 d ungerade
(8.34)
oder, mit A0 als Oberﬂäche des nichtrotierenden Falles
AH
A0
=

   
   
d+1−2(
d+2
2 )
2
α
α(2d+2)[
d+2
2 ]
2
−1 d gerade
d+1−2(
d+2
2 )
2
α
α(2d+4)[
d+2
2 ]
2
−2 d ungerade
. (8.35)
Wir sehen: dieser Faktor ist unabhängig von MH. Eine kurze Untersuchung zeigt,
dass er für alle d > 0 zwischen 1 and 1/2 liegt. Dies stimmt überein mit den Fol-
gerungen von [139]. Ein zusätzlicher Drehimpuls macht also auch für den größt-
möglichen Wert nur eine Änderung um den Faktor 2 aus. Aus diesem Grunde
wollen wir im Folgenden auf die Miteinbeziehung einer möglichen Rotation un-
serer Schwarzen Löcher verzichten.
8.3 Schwarze Löcher im RS-Modell
Bisher haben wir Schwarze Löcher in Raumzeiten mit LXDs betrachtet, die durch
das ADD-Modell beschrieben werden. Wir wollen uns nun kurz der Frage zuwen-
den, was in RS-Modellen zu erwarten ist.
Auchdortgiltnatürlich,dassaufderBrane,dieunserevierdimensionaleRaum-
zeit repräsentiert, mit dem üblichen Gravitationsgesetz Masse kollabieren und
einen Horizont bilden kann. Dieser Horizont wird nun aber eine Oberﬂäche im
d + 3 - dimensionalen Raum sein und eine Ausdehnung in die zusätzlichen Di-
mensionen haben.
Tätsächlich gibt es auch im RS-Modell Lösungen, die Schwarze Löcher be-
schreiben. S. Hawking [145] zufolge gibt es sogar eine eindeutige Lösung.110 KAPITEL 8. SCHWARZE LÖCHER IN EXTRA-DIMENSIONEN
Durch die Substitution z = k−1 exp(−krc|φ|) bringen wir dazu (7.10) in eine
neue Form. Mit
 
dz
dφ
!2
= r
2
ce
−2krc|φ| (8.36)
erhalten wir
ds
2 = z
2k
2

ηijdx
idx
j + dz
2

. (8.37)
Die Metrik für ein Schwarzes Loch kann man nun aus der Tatsache gewinnen,
dass eine Metrik mit dem Linienelement
ds
2 = z
2k
2

gijdx
idx
j + dz
2

(8.38)
nicht nur dann eine Lösung der EFG ist, wenn gij = ηij ist, wie in Kapitel 7.1 an-
genommen wurde, sondern im Allgemeinen immer dann, wenn die Metrik gij auf
der Untermannigfaltigkeit einen verschwindenen Ricci-Tensor hat [146]. Wie wir
wissen, ist das der Fall für die Schwarzschildmetrik und so ist die naheliegende
Lösung für die Raumzeit dieses Schwarzen Loches (vgl. Gleichung (3.4))
ds
2 = z
2k
2

−γ(r)dt
2 + γ
−1(r)dr
2 + r
2dΩ
2 + dz
2

. (8.39)
DabeiliegtaufunsererBranediebekannte4-dimensionaleSchwarzschild-Lösung
vor. Wegen der nicht-trivialen Geometrie der Extra-Dimension ist der Horizont in
diesem Fall aber nicht symmetrisch, sonden verzerrt. Je nach Verhältnis zwischen
Schwarzschild-Radius und Radius der Extra-Dimension handelt es sich dabei um
eine »Black Cigar« [145] bzw. einen »Black Pancake« [147, 151].
Im Gegensatz zum ADD-Modell wird der Schwarzschild-Radius in diesem
Fall nicht modiﬁziert, er bleibt also auf Skalen weit unter dem experimentell Er-
reichbarem. Da die Extra-Dimensionen im RS-Modell einen Radius vergleichbar
zur Plancklänge in vier Dimensionen haben, ist auch nicht damit zu rechnen, dass
die Eigenschaften dieser Schwarzen Löcher im von uns betrachteten Energiebe-
reich eine wesentliche Modiﬁkation erfahren.
Weitere Referenzen zu diesem Thema sind [148, 149, 150] und die bereits
erwähnten [145, 146, 147].Kapitel 9
Produktion Schwarzer Löcher
In diesem Kapitel wollen wir uns der möglichen Produktion von Schwarzen Lö-
chern in Hochenergie-Teilchenkollisionen zuwenden und quantitative Abschät-
zungen geben.
9.1 Partonen
Wir interessieren uns vor allen Dingen für Proton-Proton (pp) Kollisionen, die
am LHC durchgeführt werden können. Bei Energien im von uns betrachteten Be-
reich E ≈ TeV sind die dabei ausgeführten Stöße extrem inelastisch; in der Regel
kommt es zu Reaktionen zwischen den Stoßpartnern. Ein Hadron wie das Pro-
ton kann dabei nicht mehr als ein einzelnes Teilchen betrachtet werden. Wie wir
wissen, besteht es aus drei Quarks (up, up, down), die durch Gluonen, die Eich-
bosonen der starken Wechselwirkung, zusammengehalten werden.
Wir wollen im Folgenden zwei Protonen A und B mit den Viererimpulsen
PA = (EA,pA) und PB = (EB,pB) betrachten. Beide Protonen haben die Masse
m ≈ 938 MeV. Im c.o.m. - System ist daher pA = −pB =: p und EA = EB =:
E/2, wobei E die Gesamtenergie der Kollision im c.o.m. - System sei.
Im sogenannten »Partonen-Modell«, das von Feynmann und Bjorken 1968/69
erdacht wurde [154], geht man davon aus, dass man die Streuung an einem Pro-
ton darstellen kann, als eine Vielzahl von Streuungen an seinen Bestandteilen.
Diese Bestandteile, die Quarks und Gluonen, werden dann auch als »Partonen«
bezeichnet. Wir wollen diese Partonen mit einem Index i,j... durchnummerieren.
Weiterhin muss im Zuge des Partonen-Modelles berücksichtigt werden, dass in
einer pp-Kollision jedes Parton nur einen Teil des totalen Viererimpulses seines
Protons im c.o.m. - System trägt. Diesen Anteil bezeichnen wir für PA mit xi,
der Anteil von PB sei yj. xi und yj nehmen also stets Werte zwischen 0 und 1
an. Es ergibt sich, da das Quadrat des Viererimpulses die Ruhemasse angibt, dass
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auch die Ruhemasse der Partonen den Anteil xi bzw. yj an der Gesamtmasse des
Protons tragen. Es ist also
Proton A : E/2 , p , m (9.1)
Parton Ai : xiE/2 , xiPA , xim (9.2)
Proton B : E/2 , −p , m (9.3)
Parton Aj : yjE/2 , −yjp , yjm , (9.4)
wobei sich die Anteile wieder zum Gesamtimpuls (bzw Gesamtmasse, Gesamt-
energie) summieren müssen.
1 =
X
i
xi =
X
j
yj (9.5)
Außerdem möchten wir an dieser Stelle die »Mandelstam-Variable« s einfüh-
ren, eine der üblicherweise als kinematische Variable in Streuprozessen benutzten
Größen:
s =: (PA + PB)
2 . (9.6)
Eine kurze Rechnung zeigt, dass im c.o.m. - System s = (E,0)2 = E2 ist. Im
Folgenden werden wir daher die Gesamtenergie als
√
s bezeichnen. Die Gesamt-
energie für die Kollision zweier Partonen
√
ˆ s berechnet sich nach Obigem zu
ˆ s = (xiPA + yjPB)
2 =

(xi + yj)
√
s/2,(xi − yj)p
2
= (x
2
i + y
2
j)(s/4 − p
2) + 2xiyj(s/4 + p
2) . (9.7)
Bei hochenergetischen Kollisionen liegt nun die Gesamtenergie des Teilchens fast
gänzlich in der kinetischen Energie, wohingegen die Ruhemasse vernachlässigt
werden kann. So haben wir für unseren Fall s ≈ 10TeV und m ≈ 1GeV, also
einen Faktor 104 Unterschied. Wir können daher annehmen, dass m ≈ 0 ist und
haben dann die daraus folgenden Relationen s/4 = p2. Wir setzen dies in (9.7)
ein und es ergibt sich dann für eine tief inelastische Streuung im c.o.m. - System
die Relation
ˆ s = xiyjs . (9.8)
Es stellt sich nun weiter die Frage, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein
Parton i von A gerade den Anteil xi des Impulses trägt. Die Wahrscheinlichkeit
kann im Allgemeinen von der Energie der Kollision abhängen. Wir nennen diese9.2. DER GEOMETRISCHE WIRKUNGSQUERSCHNITT 113
Verteilung der Partonen fA(xi, ˆ s)
dxi
dx
=: fA(xi, ˆ s)
dyj
dy
=: fB(yj, ˆ s)
(9.9)
auch die »Partonen-Verteilungsfunktion«. Die Normierungsbedingung lautet dann
1 =
X
i
Z
xfA(xi, ˆ s)dx
1 =
X
j
Z
xfB(yj, ˆ s)dy . (9.10)
Diese Partonen-Verteilungsfunktionen können experimentell bestimmt wer-
den. Sie liegen in tabellierter Form in den CTEQ1-Verteilungsfunktionen [155]
vor und wir werden sie im Folgenden für unsere Vorhersagen benutzen.
9.2 Der geometrische Wirkungsquerschnitt
Wenn wir uns zwei Partonen vorstellen, die sich mit hoher kinetischer Energie
aufeinander zubewegen, so wird bei enger Annäherung die Energie im c.o.m. -
System
√
ˆ s die neue fundamentale Skala Mf ∼ 1 TeV erreichen können. Wenn
wir uns diesen Vorgang bildhaft veranschaulichen, so haben wir die beiden Parto-
nen plus ihrer kinetischen Energie in einem sehr kleinen Raumbereich. Die Annä-
herung, die erreicht werden kann, ist dabei im Zuge der Unschärferelation umso
größer, je höher die Energie des Stoßes ist. Nach den vorigen Überlegungen wird
dieses System von Partonen kollabieren, wenn sich seine Energie innerhalb des
Schwarzschildradius beﬁndet – also wenn die Annäherung kleiner als RS ist.
Dies ist zunächst eine sehr konservative klassische Abschätzung und bedarf
der weiteren Rechtfertigung. Es wird hier – zusätzlich zu unserem grundlegen-
den Unwissen über Quantengravitationseffekte – außer Acht gelassen, dass die
Energiedichte nicht instantan kollabiert und im Zuge der Unschärferelation ver-
schmiert ist. Eine Zeitentwicklung des Systemes und den Vorgang des Kollapses
an sich können wir nicht beschreiben2. Es wurde jedoch gezeigt, dass das klassi-
sche Ergebnis auch in der Stringtheorie gültig bleibt: »Thus, the general relativi-
stic result [...] extends to string theory.«[156]. Unsere Vorstellung der Kollision
1»Coordinated Theoretical-Experimental Project on QCD«
2Dies gilt allerdings auch für beliebige andere Reaktionen.114 KAPITEL 9. PRODUKTION SCHWARZER LÖCHER
mag also naiv sein, das Ergebnis ist aus der Stringtheorie bestätigt und kann für
die Rechnungen übernommen werden.
Eine Herangehensweise außerhalb der Stringtheorie, die das Entstehen des
Horizontes berücksichtigt und der Tatsache Rechnung trägt, dass die Teilchen nä-
herungsweise als Wellen beschrieben werden sollten, wäre, einen Umweg über
Gravitationswellen zu machen, die die beschleunigten Massen beschreiben [157,
158]. Dieses Problem ist bisher noch nicht vollständig gelöst.
Weiter soll hier noch darauf hingewiesen werden, dass M. B. Voloshin be-
sonders bei der Produktion mehrerer Schwarzer Löcher und bei hohen Energi-
en für eine exponentielle Unterdrückung des Wirkungsquerschnittes argumentiert
[159, 160]. Ähnliche Resultate fand auch Giddings in [161]. Nähere Untersuchun-
gen dieserFälle habenjedoch gezeigt, dassin den vonuns betrachtetenEnergiebe-
reichen und Kollisionen das klassische Ergebnis beibehalten werden kann. Siehe
dazu Eardley und Giddings [162], Jevecki und Thaler [163] und [139, 164].
Der totalen Wirkungsquerschnitt für den Prozess der Bildung eines Schwarzen
Loches ist nun nach unserer Abschätzung aus geometrischen Gründen gegeben
durch
σ(M) ≈ πR
2
S . (9.11)
Dieser Ausdruck enthält nur die fundamentale Planck-Skala als Kopplungskon-
stante. Daraus ﬁnden wir mit Mf ∼ 1TeV und d = 2, dass σ ≈ 1 TeV−2 ≈ 400 pb
ist.
9.3 Der differentielle Wirkungsquerschnitt
Eine naheliegende Frage ist nun, wieviele Löcher mit welcher Endmasse enstehen
können. Dazu betrachten wir die Verteilung des Wirkungsquerschnittes über M
dσ/dM. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Stoßpartner gemeinsam ein Schwarzes
Loch der Masse M bilden, ergibt sich als Kombination aller möglichen Stoßpart-
ner A1,B2, sowie aller möglichen Werte für x1 und y2 mit der x1y2s = ˆ s = M2,
also
dσ
dM
=
X
A1,B2
Z 1
0
dx1
Z 1
0
dy ×
fA(x1, ˆ s)fB(y, ˆ s)δ(
√
x1ys − M)σ(
√
ˆ s,d) (9.12)
Die Summe erstreckt sich dabei über alle kinematisch möglichen Kombinationen
der Partonen A1 (Projektil) und B2 (Target), also Quark-Quark, Gluon-Quark,
Quark-Gluon, Gluon-Gluon, wobei die Quarks jeweils in den Flavours up und
down auftreten können.9.3. DER DIFFERENTIELLE WIRKUNGSQUERSCHNITT 115
Wir schreiben die Deltafunktion auf y um
dσ
dM
=
X
A1,B2
Z 1
0
dx1
Z 1
0
dy ×
fA(x1, ˆ s)fB(y, ˆ s)
2
√
ˆ s
x1s
δ(y − y2)σ(
√
ˆ s,d) (9.13)
und integrieren schließlich aus. Es ergibt sich
dσ
dM
= σ(M,d)
X
A1,B2
Z 1
0
dx1
2
√
ˆ s
x1s
fA(x1, ˆ s)fB(y2, ˆ s) . (9.14)
Die Daten für fA und fB entnehmen wir den CTEQ4 - Tabellen [166, 167, 168]
und erhalten damit die in Abbildung aufgezeigten Ergebnisse 9.1. Wir sehen nun,
dass die Hauptanzahl der produzierten Schwarzen Löcher im Energiebereich um
Mf liegt.
Für den Experimentalphysiker von Interesse ist außerdem die »Feynman-x-
Verteilung«.DieGrößexF,dassogenannte»Feynmann-x«ist,dabeidieDifferenz
der Werte xF = y2 − x1 der Impulsbruchteile zweier stoßender Partonen, die wir
1 und 2 nennen wollen. Diese Verteilung des Wirkunsquerschnittes über verschie-
dene Werte von xF berechnen wir nun wie zuvor aus stochastischen Prinzipien.
Die Masse des Schwarzen Loches, das bei der Partonen-Kollision entstehen kann,
trägt die Masse M =
√
ˆ s. Der im vorigen Abschnitt diskutierte Wirkungsquer-
schnitt σ ist also dann eine Funktion von ˆ s und d.
Die Verteilung dσ/dxF ist nun die Kombination aller möglichen Stoßpartner
A1,B2, sowie aller möglichen Werte für x1 und y2 mit der Einschränkung, dass
deren Differenz eben gerade die Stelle xF angibt. Zusammen ergibt dies
dσ
dxF
=
X
A1,B2
Z 1
0
dx1
Z 1
0
dy ×
fA(x1, ˆ s)fB(y, ˆ s)δ(y − x1 − xF)σ(
√
ˆ s,d) . (9.15)
Ausintegration der δ-Funktion ergibt die Faltung:
dσ
dxF
=
X
A1,B2
Z 1
0
dx1 fA(x1, ˆ s)fB(y2, ˆ s)σ(
√
ˆ s,d) . (9.16)
Nach der Substitution M =
√
x1y2s erhält man
dσ
dxF
=
X
A,B
Z M+
M− dM ×
2M
y2s
fA(x1,M
2)fB(y2,M
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Dem Integral setzen wir die Grenzen durch die Massen M ∈ [M−,M+] mit
M− = 1 TeV und M+ = 10 TeV. Die Energie der Partonen soll sicher nicht
über der Gesamtenergie liegen, aber auch nicht unter der fundamentalen Skala.
Die beiden Gleichungen xF = y2−x1 und M2 = x1y2s können wir benutzen,
um x1 und y2 aus dem Integral zu eliminieren und es als Funktion von xF alleine
zu schreiben. Wir erhalten
x1 = −
xF
2
+
s
x2
F
4
+
M2
s
(9.18)
y2 = +
xF
2
+
s
x2
F
4
+
M2
s
. (9.19)
Das Integral kann nun wie zuvor numerisch ausgewertet werden. Das Ergebnis ist
in Abbildung 9.2 dargestellt.
9.4 Produktionsraten
Den totaler Wirkungsquerschnitt σ(pp → BH + X) erhalten wir nun durch In-
tegration der im vorherigen Abschnitt besprochenen Feynman-x-Verteilung über
(9.17). Diese Kurve des totalen Wirkungsquerschnittes ist in Abbildung 9.3 dar-
gestellt.
Nun können wir die Frage nach der Relevanz des Prozesses eines zum Schwar-
zen Loch kollabierenden Partonenpaares beantworten. Dazu berechnen wir nun
die Gesamtzahl produzierter Schwarzer Löcher pro Jahr (siehe Abbildung 9.4).
Wir erhalten sie aus
NBH
year
= σ(pp → BH)L (9.20)
mit für den LHC geplante minimale Luminosität L = 1033cm−2s−1 bei
√
s = 14
TeV zu ≈ 108 (siehe Abbildung 9.4). Dieses Ergebnis stimmt überein mit den
Resultaten von Landsberg [169]. Schwarze Löcher werden also bei Anwesenheit
von Extra-Dimensionen in einer hohen Anzahl produziert und geben einen klaren
Hinweis, ob eine Änderung unser Vorstellung von der vierdimensionalen Raum-
zeit nötig ist.
Hochenergetische Kollisionen, wie die hier betrachteten, mit Energien ober-
halbderneuenPlanck-SkalakönnenauchdurchkosmischeStrahlunginderErdat-
mosphäre stattﬁnden. Die Wahrscheinlichkeit für die Beobachtung dieser Ereig-
nisse ist jedoch aufgrund ihres unvorhersagbaren Auftretens gering. Trotzdem
kann man aus der Tatsache, dass noch keine solchen Schwarzen Löcher in Kosmi-
schen Schauern detektiert wurden, Rückschlüsse auf die neue fundamentale Skala
Mf ziehen [170, 171]. Diese Ergebnisse decken sich mit den schon zuvor (Kapitel
6.3) aus kosmologischen Gründen angegebenen Einschränkungen an das Modell.9.5. JETS 117
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Abbildung 9.1: Der Wirkungsquerschnitt Schwarzer Löcher in
Abhängigkeit von der Masse. M ≥ 1 TeV in einer pp-Kollison
am LHC produziert werden.
9.5 Jets
Aus den vorherigen Betrachtungen läßt sich eine wichtige Observable ableiten.
Der transversale Impuls pT, der Anteil des Impulses senkrecht zur Strahlrichtung,
gehört zu den primären Daten, die dem Experimentalphysiker im Detektor zu-
gänglich sind. Betrachten wir zwei einlaufendene Partonen mit hoher Energie, so
besteht die Möglichkeit einer Reaktion bei der zwei Partonen mit hohem trans-
versalen Impuls in in entgegengesetzte Richtung auseinanderﬂiegen. Da die Farb-
neutralität gewährleistet bleiben muss, erzeugt jedes dieser Quarks einen Schauer
von Hadronen, deren Anzahl und Energie von der Energie der auslaufenden Par-
tonen abhängt. Diese Hadronen, die auf beiden Seiten innerhalb eines kleinen
Öffnungswinkels in den Detektor gelangen, können mittels Algorithmen zurück-118 KAPITEL 9. PRODUKTION SCHWARZER LÖCHER
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Abbildung 9.2: Die Feynman-x-Verteilung für Schwarze Löcher
mit M ≥ 1 TeV, die in einer pp-Kollison am LHC produziert
werden. Hier ist d =4.
verfolgt und so die Kollision ausgewertet werden. Ein solches Ereignis bezeichnet
man als »Jet«.
Für unsere schwarzen Löcher sind diese Jet-Daten daher interessant, weil wir
zuvor gesehen haben, dass ab einer bestimmten, mit Mf in Relation stehenden
Gesamtenergie der Partonen, ein Schwarzes Loch gebildet wird und so kein Jet
mehr entstehen kann. Wir erwarten also einen rapiden Abfall der Jet-Produktion
ab einer bestimmten Energieskala.
Um eine Vorhersage für das pT-Spektrum von Jets zu erhalten, betrachten wir
zunächste die Partonen-Kollisonen der Form p1p2− > p3p4 mit den dazugehöri-
gen Impulsanteilen xi
qq
0 → qq
0
qq → qq
q¯ q → q
0¯ q
0
q¯ q → q¯ q
gq → gq
q¯ q → gg9.5. JETS 119
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Abbildung 9.3: Der totale Wirkungsquerschnitt Schwarzer Löcher in Abhän-
gigkeit von der Schwerpunktsenergie, hier dargestellt für d = 2. Die Kurven
höher Dimensionszahl differieren von der abgebildeten um weniger als einen
Faktor 10.
gg → q¯ q
gg → gg (9.21)
mit den Wirkungsquerschnitten dσ/dt für die Reaktionen p1p2 → p3p4, die sich
aus dem PQCD (Pertubative Quantum-Chromo-Dynamics) Ansatz nach [172,
173] ergeben. Hierbei bezeichnet q0 ein von q verschiedenes Quark. Daraus er-
halten wir die pT-Verteilung, die sich mit experimentellen Daten [174] – siehe
Abbildung 9.5 – deckt3, aus
πpT
d2σ
dηdpT
=
X
pi
Z 1
x1min
dx1
1
π
x1x2
2x1 − xTeη
dσ
dt
(p1p2 → p3p4) (9.22)
3Einen besseren Fit an die Daten erhält man mit NLO (Next Leading Order)-Korrekturen, die
jedoch für die hier gezogene Abschätzung nicht wesentlich sind.120 KAPITEL 9. PRODUKTION SCHWARZER LÖCHER
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Abbildung 9.4: Die Gesamtzahl produzierter Schwarzer Löcher pro Jahr mit
L = 1033cm−2s−1
mit den kinetischen Relationen [172]
xT = 2
pT √
s
(9.23)
x2 =
x1xTe−η
2x1 − xTeη (9.24)
x1min =
xTeη
2 − xTeη , (9.25)
wobei η die Rapidität des Partons p1 ist und die Mandelstam-Variable der Parto-
nenkollision t = −x1pT
√
sexp(−η).
Wird die Energie der am Jet beteiligten Teilchen so groß, so entsteht bei un-
serem Ansatz für den geometrischen Wirkungsquerschnitt bei Annäherung auf
Distanzen unterhalb des Schwarzschildradius ein Schwarzes Loch. Die Ännähe-
rung der Teilchen schätzen wir nach der Unschärferelation ab mit ≈ 1/pT. Die
Kollapsbedingung lautet dann also 1/pT < RS.9.5. JETS 121
Die Auswertung dieser Prozesse liefert nun einen Cutoff in der pT-Kurve,
siehe Abbildung 9.6. Wie wir zuvor gesehen haben, liegt die typische Energie
der prodizierten Schwarzen Löcher im Bereich Mf, der dazugehörige Schwarz-
schildradius im Bereich 1/Mf, mit einer leichten Dimensionsabhängigkeit, vgl.
Gleichung (8.16). Der Cutoff liegt also ebenfalls im Energiebereich Mf und ist
für die Anzahl der Dimensionen wenig sensitiv.122 KAPITEL 9. PRODUKTION SCHWARZER LÖCHER
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Abbildung 9.5: pT Spektrum in PQCD-Näherung. Daten für Tevatron, Run II
aus [174].
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Abbildung 9.6: Die Entstehung Schwarzer Löcher bei Teilchenkollisionen ho-
her Energie (hier
√
s = 14 TeV) verursacht einem Cutoff des pT-Spektrums
für Jets bei Energien um Mf = 1TeV.Kapitel 10
Eigenschaften Schwarzer Löcher
Nachdem wir im letzten Kapitel gesehen haben, wie oft ein Schwarzes Loch pro-
duziert und welche Auswirkung sein Entstehen haben kann, wollen wir uns nun
überlegen, was mit dem Schwarzen Loch weiter geschieht. Dabei knüpfen wir an
unsere in Kapitel 3.8 gemachten thermodynamischen Betrachtungen an.
10.1 Strahlung
Wie wir wissen, emittiert ein schwarzes Loch mit der Hawking-Strahlung Teil-
chen. Durch den Masseverlust verdunstet es dabei. Wir haben in Kapitel 3.8 ge-
sehen, dass für astrophysikalische Objekte diese Verdunstungsrate erstens sehr
gering ist und zweitens der Prozess sehr lange dauert. Zu lange, als dass es für uns
von Interesse sein könnte. Nun haben wir die berechtigte Hoffnung, dass Extra-
Dimensionen einen wesentlichen Einﬂuss auf die Verdunstung Schwarzer Löcher
haben.
Dazu untersuchen wir nun die Evaporationsrate dM/dt eines Schwarzen Lo-
ches in einer Raumzeit mit d Extra-Dimensionen. Wie zuvor beschränken wir uns
dabei auf den Fall RS  L. Wohlbekannt ist aus der Thermodynamik Schwarzer
Löcher, dass die Entropie S eines Schwarzen Loches proportional zu seiner Ober-
ﬂäche AD ist. Aus Dimensionsgründen (die Entropie ist dimensionslos) brauchen
wir dabei noch den Vorfaktor von M
2+d
f .
Um ein exaktes Ergebnis zu erreichen, wollen wir unsere bereits zuvor in Ka-
pitel 3.8 für drei Raumdimensionen gemachten Berechnungen nun für d + 3 Di-
mensionen wiederholen.
Wir erhalten mit (8.17), (8.19) und (3.32) in einer Raumzeit mit Extra Dimen-
sionen für die Temperatur des Schwarzen Loches:
T =
1 + d
4π
1
RS
. (10.1)
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Dabei ist die Masseabhängigkeit von RS über (8.16) gegeben. Integrieren wir den
Kehrwert dieser Temperatur über M, um die Entropie zu erhalten (vgl (3.36)). Wir
sehen, dass die Masse mit dem Exponenten 1/(d + 1) eingeht, und erhalten
S(M) =
d + 1
d + 2
M
T
= 2π
d + 1
d + 2
(MfRS)
d+2 . (10.2)
Mit dieser Entropie wollen wir nun weiter rechnen.
Da wir uns für Schwarze Löcher mit Massen in der Nähe der neuen Planck-
masse interessieren, benutzen wir das mikrokanonische Ensemble. Das Schwarze
Loch kann bei diesen Massenverhältnissen nicht als Wärmebad betrachtet werden.
Das Ein- und Vielteilchenspektrum ist uns von (3.44) und (3.46) bekannt und
kommt nun wieder zum Einsatz. Wir müssen uns nur überlegen, an welcher Stelle
die Dimensionsabhängigkeit ins Spiel kommt. So erhalten wir für Gesamtener-
giedichte des Loches, nachdem wir wie zuvor die Substitution x =: M − jω
vorgenommen haben:
ε =
Ωd+3
(2π)3+de
−S(M)
∞ X
j=1
1
jd+4
Z M
0
e
S(x)(M − x)
3+ddx . (10.3)
Die Reihe ergibt dabei eine ζ-Funktion an der Stelle D (siehe Anhang B). Die
zeitliche Änderung der Masse berechnet sich daraus zu
dM
dt
=
Ω2
d+3
(2π)d+3R
2+d
H ζ(D) e
−S(M)
Z M
0
(M − x)
(3+d)e
S(x)dx . (10.4)
Implizit gingen in dieser Berechnung Annahmen ein, die wir uns hier noch
einmal vor Augen halten wollen. Das Schwarze Loch strahlt kugelsymmetrisch
in alle Raumdimensionen ab und nach unserer Rechnung strahlt es zudem nur
Bosonen ab. Das Einfügen von Spin-Behafteten Teilchen führt mit viel Aufwand
auf eine Aufteilung der Strahlung in verschiedene Teilchen und wir wollen darauf
verzichten, dies zu diskutieren (siehe z.B. [33] und dort angegebene Referenzen).
Jedoch stellt sich die Frage, ob die Strahlung wirklich gleichmäßig in alle Rich-
tungen emittiert wird. Wäre dies der Fall, ginge der Hauptteil der Strahlung von
unserer Brane verloren und könnte nicht direkt beobachtet werden.
Da das Hauptaxiom unserer Theorie über große Extra-Dimensionen darin be-
steht, dass nur die Gravitonen, bzw. die damit verbundenen Kaluza-Klein-Moden,
die Brane verlassen können, hat die Strahlung auf unserer Brane im Gegenteil
zum Rest der Raumzeit eine Vielzahl weiterer Emissionsmöglichkeien – gegeben
durch die anderen drei Wechselwirkungen. So können etwa Photonen, die einen10.1. STRAHLUNG 125
Hauptteil der Strahlung ausmachen, nur auf unserer Brane propagieren. Unter die-
sen Voraussetzungen wäre es anzunehmen, dass der Großteil der Strahlungsener-
gie auf unserer Brane verbleibt, siehe dazu auch [175]. Auf der anderen Seite wie-
gen die Kaluza-Klein-Anregungen die hohe Anzahl der Standardmodell-Teilchen
durch ihren großen Phasenraum auf (vgl. Gl. (6.28)). Bei den hier betrachteten
Energien fallen die möglichen Emmissionszustände dabei weitaus stärker ins Ge-
wicht [142, 144], die Abstrahlung ﬁndet in alle Dimensionen statt, jedoch sind die
Kaluza-Klein-Anregungen im Detektor nicht festzustellen.
Die Abbildung 10.1 zeigt die Evaporationsrate (10.4) in TeVc/fm als Funktion
der Anfangsmasse M des Schwarzen Loches. Im Limes zum kanonischen Fall für
große M gehen die Evaporationsraten in den Hawkingschen Fall über. Es ist dann
lim
MMf
dM
dt
= AD
Ω(d+3)
(2π)d+3
Z ∞
0
ω3+d dω
exp(2πT −1ω) − 1
=
Ω2
(d+3)
(2π)d+3Γ(d + 4)ζ(d + 4) R
2+d
S T
d+4 . (10.5)
(Siehe dazu auch Anhang B). Mit (10.1) ergibt sich
lim
MMf
dM
dt
=
Ω2
(d+3)
(2π)2d+7Γ(d + 4)ζ(d + 4) R
−2
S
∝ M
2
f
 
M
Mf
!− 2
d+1
. (10.6)
Bei großen M fallen die Kurven für steigendes d also langsamer. Wir haben dann
die Folgenkette: d größer ⇒ Gravitationskraft fällt schneller ⇒ Schwarzschild-
Radius RS kleiner ⇒ Temperatur höher ⇒ Evaporation schneller, also dM/dt
größer.
lim
MMf
dM
dt
= AD
Ω(d+3)
(2π)d+3
Z M
0
ω
3+d dω
=
Ω2
(d+3)
(2π)d+3 R
2+d
S
Md+4
d + 4
∝ M
2
 
M
Mf
!(d+2)2
d+1
. (10.7)
Nun ist der von d abhängige Exponent immer > 1 und außerdem M/Mf < 1,
also steigt die Kurve langsamer für steigende d.126 KAPITEL 10. EIGENSCHAFTEN SCHWARZER LÖCHER
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Abbildung 10.1: Die Evaporationsrate in TeVc/fm als Funktion der Anfangs-
masse des Schwarzen Loches für verschiedene d.
10.2 Lebensdauer
Aus der im vorigen Abschnitt erhaltenen Gleichung (10.4) können wir nun durch
Integration die zeitliche Entwicklung der Masse M eines Schwarzen Loches be-
rechnen. Diese Berechnung führen wir numerisch durch. Das Ergebnis ist in Ab-
bildung 10.2 für verschiedene Werte von d dargestellt bei einer Anfangsmasse von
M = 10TeV. Man sieht, dass, ausgehend von der Anfangsmasse des Loches, bis
etwa zur neuen Planckmasse Mf die Masseabnahme rasch erfolgt, um dann lange
Zeit nahezu stabil zu bleiben. Wie erwartet, fällt die Anfangsmasse für kleinere d
dabei auf einen niedrigeren Wert, denn die Evaporationsrate ist in diesem Bereich
für kleine d höher. In Abbildung (10.2) schliesslich ist die Zerfallsdauer von 10
TeV bis zu Mf angegeben. Die Anzahl der Extra-Dimensionen hat hier einen Ein-10.2. LEBENSDAUER 127
ﬂuss, der einige Größenordungen ausmachen kann und damit Rückschlüsse auf
diesen Parameter unseres Modells zulassen würde.
Da die Quantengravitationseffekte unterhalb der Planckskala nicht bekannt
sind, müssen wir mit unseren Ergebnissen vorsichtig umgehen. Glücklicherwei-
se verdunstet M ab Mf sehr langsam und bleibt noch lange im Bereich von der
Größenordnung Mf. Unsere Berechnungen zeigen, dass ein Schwarzes Loch mit
M ∼ TeV und d > 5 eine Lebensdauer der Größenordnung von mindestens 100
fm/chat.ZumalkannderGültigkeitsbereichderstatistischenMechanikweiterrei-
chen, über den Gültigkeitsbereich der klassischen allgemeinen Relativitätstheorie
hinaus. In diesem Falle lässt sich die Aussage machen, dass das Schwarze Loch
im Endstadium der Verdampfung einen quasi-stabilen Zustand gelangt.
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Abbildung 10.2: Zeitentwicklung der Masse des Schwarzen Lo-
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Abbildung 10.3: Lebenszeiten der Schwarzen Löcher beim Ab-
fall der Masse von 10 TeV auf Mf für verschiedene d.
Abschließend wollen wir noch anmerken, dass die Masseentwicklung des
Schwarzen Loches aller Wahrscheinlichkeit nach unstetig ist und nicht so gleich-
mäßig, wie unsere Abbildungen suggerieren. Tatsächlich steht zu vermuten, dass
das Loch nur einige wenige Teilchen produziert, bis es schließlich in ein letztes
Teilchenpaar (Impulserhaltung) zerfällt.
10.3 Relics
Die Untersuchungen des vorangegangenen Abschnittes werfen die Frage nach
dem Endzustand der Schwarzen Löcher auf. Das Endstadium der Verdampfung
Schwarzer Löcher ist ein nach wie vor ungelöstes Problem. Wenn die Masse des10.3. RELICS 129
Schwarzen Loches unter die Planck-Masse gefallen ist, führt jeder Ansatz, diesen
Vorgang zu untersuchen, unausweichlich in Richtung Quantengravitation und da-
mit in ein bisher unbekanntes Gebiet. Dieses Problem ist eng verknüpft mit dem
Problem des Informationsverlustes [176].
Information, die in einem Anfangszustand enthalten ist, der zu einem Schwar-
zen Loch kollabiert, oder auch solche, die hineinfällt, ist zunächst hinter dem Ho-
rizont verborgen. Der Inhalt des Schwarzen Loches wird nun unabhängig von
seinen anfänglichen Eigenschaften in thermische Strahlung umgesetzt, die außer
ihrer Temperatur keine Information trägt. Die Strahlung des Schwarzen Loches
ist allein abhängig von der Geometrie außerhalb des Horizontes und die Struktur
der kollabierten Materie kann die Natur der Strahlung nicht beeinﬂussen [177].
Durch diese Umwandlung der kollabierten Materie kann das in der Quantenme-
chanik grundlegende Prinzip der Unitarität verletzt werden, wenn der Anfangszu-
stand ein reiner Zustand war und sich nun vollständig in thermische Strahlung –
also einen gemischten Zustand –umwandelt [33, 176, 177].
Solange das Schwarze Loch vorhanden ist, mag die Information nicht sicht-
bar, aber vorhanden sein. Was passiert jedoch im Endstadium der Verdampfung?
Folgende drei Möglichkeiten stehen uns offen:
1. Die Information geht verloren und die Prozessgleichungen der Quantenme-
chanik sind daher inkorrekt oder unvollständig.
2. Die Information wird durch einen unbekannten Vorgang mit der Strahlung
abgegeben.
3. Ein stabiler Rest des Schwarzen Loches verbleibt und die Information ist
hinter dem Horizont eingeschlossen.
Der erste Punkt schafft aus den oben erwähnten Gründen mehr Probleme als er
löst. Punkt zwei ist ein in der Literatur intensiv diskutierter Ansatz [178, 179, 180,
181, 182, 183], trotzdem ist es bisher unklar, in welchem Wege die Information
entkommen soll. Als theoretisch akzeptabelster Ausweg ist daher bis heute die
Existenz von stabilen Überresten von Schwarzen Löchern, sogenannte »relics«
[184, 185, 186, 187] anzunehmen1.
Der offensichtlichste Grund, der für das Verbleiben von relics spricht ist die
Unschärferelation ∆p∆x > 1/2. Wie wir wissen, ist der Schwarzschild-Radius
einesSchwarzenLochesmitPlanck-MasseungefährvonderGrößenordnungPlanck-
Länge. Die Planck-Länge ist aber gerade die Wellenlänge ist, die zu einem Teil-
chenvonPlanck-Massegehört.Wirsehenalso,dasswirbeiweitersinkenderMas-
seM < Mf unddamitschrumpfendemSchwarzschild-RadiusRS ≈ M/M2
f,eine
1Diese »Black Hole Relics« sind auch unter den Namen »Friedmons« oder »Maximons« dis-
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höhere Energie auf ein kleineres Raumgebiet konzentrieren – ein Gebiet, das nun
kleiner werden kann als die entsprechende Wellenlänge nach dem Unschärfeprin-
zip erlaubt MRS < (M/Mf)2 [188]. Aus diesem Grund schlug Zel’dovich 1984
vor, dass Schwarze Löcher mit Massen unterhalb der Planck-Masse als stabile ele-
mentare Teilchen betrachtet werden sollten [189] (die sogenannten »Maximons«).
Ein weiteres Argument ist, dass eine Korrektur der Lagrangedichte der ART
mitinderKrümmungquadratischenTermeneinenAbfallderHawking-Temperatur
auf null mit sich bringt [190, 191]; ein Ergebnis, dass sich auch auf Raumzeiten
mit zusätzlichen raumartigen Dimensionen ausweiten läßt [192] und von Unter-
suchungen im Niederenergielimes der Stringtheorie bestätigt wird [193, 194]. In
allen diesen Fällen stoppt die Verdunstung des Loches bei einem endlichen Mas-
sewert, der im Bereich von einer bis ca. 100-facher Planck-Masse liegen kann.
Eine Vielzahl weiterer Gründe für die Existenz von relics wurden in den ver-
gangenen Jahrzehnten vorgeschlagen. So stabilisieren sich verdunstende Schwar-
ze Löcher, wenn sie eine axionische Ladung tragen [195], die Temperatur der
Strahlung durch »quantum hair« (die Strahlung kann außer der elektrischen La-
dung und dem Spin weitere Quantenzahlen tragen) [196] oder magnetische Mo-
nopole modiﬁziert wird [197]. Die Ankopplung eines Dilatonfeldes an die Gra-
vitationstheorie liefert ebenso relics, deren detaillierte Eigenenschaften von der
Dimension der Raumzeit abhängen [198, 199].
Wir wollen uns nun ein sehr einfaches Modell ansehen, indem wir anneh-
men, dass das Spektrum der emittierten Strahlung durch eine geometrische Quan-
tisierung diskretisiert wird. Dabei halten wir uns vor Augen, dass die abgegebene
Strahlung des Schwarzen Loches aus einem immer kleineren Raumbereich kom-
men muss und dessen endliche Größe sich irgendwann in den möglichen Energie-
werten wiederspiegen wird.
Bei der Herleitung der Strahlung des Schwarzen Loches [51, 52] zeigt sich,
dass das d + 3-dimensionale Schwarze Loch sich wie ein d + 3-dimensionaler
Schwarzkörper verhält und ein thermisches Spektrum besitzt2. Dabei wird die
Wellengleichung wie üblich mit einem Seperationsansatz in eine Amplitude ∝
1/rd+1, einen winkelabhängigen Anteil und einen radialen Anteil aufgespalten.
Das Spektrum dieser kann nun aufgrund der Randbedingungen nur noch die dis-
kreten Impulswerte kl annehmen
kl =
πl
RS
(10.8)
und das neue Mehrteilchenspektrum (3.46) wird entsprechend ersetzt durch ein
2Diese Analogie aus der Geometrischen Optic kann noch weiter geführt werden siehe z.B.
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Spektrum für die dazugehörigen Energieschritte ωl = l∆ω mit ∆ω = π/RS
n(l) =
b M
l∆ωc X
j=1
exp[S(M − jl∆ω)]
exp[S(M)]
Θ(M − l∆ω) . (10.9)
Die angefügte Θ-Funktion sorgt dabei für ein Abbrechen des Spektrums, wenn so-
gar die Energie von einem Teilchen (j = 1) schon die Gesamtmasse des Schwar-
zen Loches übersteigt. Wie zuvor leiten wir nun aus dieser Formel die Energie-
dichte her. Statt einer Integration haben wir nun eine Summation über den Impuls-
raum vorzunehmen
ε =
Ω(d+3)
(2π)3+d∆ω
b M
∆ωc X
l=1
n(l)(l∆ω)
d+3 . (10.10)
Aus dieser Energiedichte erhalten wir wiederum eine Evaporationsrate. Wie man
in Gleichung (10.10) sehr schön sieht, geht diese Energiedichte im Limes großer
Massen M  Mf in den kontinuierlichen Fall über. Es geht dann ∆ω → 0 und
die Summe ergibt wieder ein Integral.
Die Verdunstungsrate mit dem nun geometrisch quantisierten Spektrum ist in
Abb. 10.4 im Vergleich zum vorher diskutierten Fall des kontinuierlichen Spek-
trums (Abb. 10.1) dargestellt..
Mit wachsendem M werden die Schritte zwischen den Energieniveaus klei-
ner. Sobald es möglich ist, ein zusätzliches Niveau zu besetzen, hat die Verdun-
stungsrate einen Sprung. Da in dem Massebereich, für den wir uns interessieren,
RH ≈ 1/Mf ist, treten diese Schritte etwa in Abständen ≈ πTeV auf, wobei der
exakte Wert über die Formel für den Schwarzschild-Radius von der Anzahl der
Dimensionen abhängt.
Die Verdunstung wird nun in quantisierten Schritten vor sich gehen und bricht
ab, wenn schon das niedrigste mögliche Enegieniveau eine Energie bräuchte, die
über der Gesamtmasse des Schwarzen Loches liegt. Die Verdunstung stoppt also
bei einem endlichen Massewert. Ein relic verbleibt.
Nehmen wir an, wir haben ein relic mit maximal möglicher stabiler Restmas-
se – die Masse bei der das niedrigste Energieniveau ∆ω gerade über der Masse
M liegt. Diese Masse wird im Bereich ≈ 3 TeV liegen. Wenn die Masse des
Schwarzen Loches nur ein kleines bisschen höher ist und damit der Radius ein
kleines bisschen zu hoch, dann ist es dem Schwarzen Loch möglich, ein Teilchen
zu emitieren, das nahezu die gesamte Masse mit sich nimmt und ein relic mit ei-
ner Masse unterhalb der Plack-Masse verbleibt. Da wir über diese Objekte keine
deﬁnitiven Aussagen machen können, wollen wir uns darauf konzentrieren, dass
ein wesentlicher Anteil der Schwarzen Löcher als relics über Planck-Masse endet.
Es ist interessant, nach den möglichen Endmassen Me zu fragen, die aus einer
anfänglichen Masse Mi entstehen können. Dieser Zusammenhang ist in Abbil-132 KAPITEL 10. EIGENSCHAFTEN SCHWARZER LÖCHER
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Abbildung 10.4: Evaporationsrate mit diskretem Energiespek-
trum im Vergleich zum kontinuierlichen Fall.
dung 10.5 für den Fall d = 3 dargestellt. Der wahrscheinlichte Fall der Verdun-
stung ist die jeweilige Emission des Teilchens mit der geringsten Energie und ist
in den durchgezogenen Linien festgehalten. Wie man sieht, sind Schwarze Löcher
mit Mi = Me <≈ πMf stabil. Die verschiedenen gepunkteten bzw. gestrichelten
Linen kommen durch die Abgabe von Quanten höherer Energieniveaus zustan-
de, die bei wachsenden Massen besetzt werden können. Bei weiter anwachsenden
Massen M  Mf steigt die Anzahl der zusätzlichen Kurven und ihr Abstand
wird geringer, im Limes ist der gesamte Bereich Mi ∈ [0,∆ω] ausgefüllt.
Da wir zuvor gesehen haben, dass die am LHC produzierten Schwarzen Lö-
cher hauptsächlich im Masseberiech ≈ Mf liegen, sind sie zum großen Teil stabil.10.3. RELICS 133
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Abbildung 10.5: Mögliche Endmassen der relics nach Evapo-
ration für den Fall von d = 3 kompakten Extra Dimensionen.
Die durchgezogenen Linen stellen den wahrscheinlichsten Fall
der Emission der Grundzustandsenergie dar, die anderen Linien
gehören zu möglichen Emissionen höherer Anregungen.134 KAPITEL 10. EIGENSCHAFTEN SCHWARZER LÖCHER
Nachweis von Relics
Wie können wir nun versuchen, diese relics von Schwarzen Löchern nachzuwei-
sen, sollte unser Modell der LXDs sich als eine nützliche Beschreibung für die
Physik hoher Energien, etwa am LHC herausstellen?
Wie schon zuvor angemerkt, haben die relics eine ungewöhnliche Eigenschaft.
Ein gewisser Anteil dieser Objekte benötigt nur eine geringe Energie ω0, um die
Abgabe einer Energie der Größenordnung TeV zu ermöglichen. Da die relics im
Massebereich [0,3Mf] etwa gleichverteilt sind, ist dieser Anteil gegeben durch
ω0/∆ω. Unglücklicherweise ist der Wirkungsquerschnitt der Schwarzen Löcher
dermaßen gering, dass der Prozess des Einfangs extrem unwahrscheinlich ist.
Wir haben in der hier vorliegenden Arbeit elektrisch geladene Schwarze Lö-
chernichtweiteruntersucht,dadieallgemeinrelativistischeModiﬁkationendurch
Ladungen der Größenordnung e für Massen im Bereich ≈ Mf keinen wesentli-
chen Beitrag liefern. Dennoch wird der Großteil der in Parton-Parton Kollisionen
erzeugten Schwarzen Löchern eine elektrische Ladung tragen und kann dadurch
mit anderen geladenen Teilchen wechselwirken. Insbesondere wird das Schwar-
ze Loch versuchen, seine Ladung durch Einfang von Elektronen (bzw. Positronen)
zu neutralisieren. Bereits dieser geringe Masseanwachs kann nun zum Zerfall füh-
ren und die folgende Energieabgabe sollte ein klares Signal im TeV-Bereich des
pT-Spectrums ergeben.
Die Existenz von relics und ihre Strahlungscharakteristik setzt außerdem Ein-
schränkungen an die entstehung Primordialer Schwarzer Löcher im frühen Uni-
versum, die in einer folgenden Arbeit untersucht werden soll [206].
10.4 Schlussworte
In Anbetracht der Tatsache, dass Schwarze Löcher dafür bekannt sind, dass sie
ganze Galaxienzentren verschlucken und dabei wachsen, ist es naheliegend, die
Frage zu stellen, ob unsere winzigen, im Labor erzeugten Schwarzen Löcher nicht
ebenso Masse ansaugen ansaugen, verschlucken und dabei wachsen würden, bis
alles Erreichbare hinter ihrem Horizont verschwunden ist.
Diese Frage lässt sich glücklicherweise eindeutig mit einem »Nein« beant-
worten. Schwarze Löcher der hier betrachteten Masse besitzen immer noch die
zu ihrer Masse gehörige Gravitationskraft. Selbst bei den für einen Beschleuni-
ger gigantischen Energien im Bereich TeV ist das eine im Vergleich zu irdischen
Maßstäben winzige Kraft. Die Gravitationskraft, die auf Elektronen im Orbit um
den Atomkern wirkt, ist noch immer um einen Faktor ≈ 1020 kleiner, als die dort
wirkende elektromagnetische Kraft. Daher sind auch keine Modiﬁkationen in den
Energieniveaus zu erwarten.10.4. SCHLUSSWORTE 135
Das Schwarze Loch zeichnet sich nicht durch seine Masseanziehung aus, son-
dern durch die Existenz seines Horizontes. Rein aus statistischen Gründen kann
es von Zeit zu Zeit passieren, dass ein Teilchen auf das Schwarze Loch stößt und
dann verschwindet, auch ohne angezogen zu werden. Dadurch kann die Masse des
Schwarzen Loches wachsen. Je dichter das Medium ist, desto größer ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Teilchen auf den Horizont trifft. Es zeigt sich jedoch bei
näherer Untersuchung [203], dass diese Masseaufnahmen in Medien von Dichten,
die auf der Erde vorhanden sind oder erzeugt werden können, zu gering ist. Sie
reicht bei weitem nicht aus, um die entgegenwirkende Verdunstung auszugleichen
oder gar zu übertreffen. Selbst die hohen Materiedichten, die in Neutronenster-
nen angenommen werden können, sind nicht ausrechend um ein Wachstum der
Schwarzen Löcher hervorzurufen [203]. Sollte also ein Teilchen in das Schwarze
Loch fallen, würde der erfolgte Massezuwachs per Evaporation wieder abgege-
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Zusammenfassung
Wir haben uns in dieser Arbeit der möglichen Produktion Schwarzer Löcher in
hochenergetischen Teilchenkollisonen unter Annahme einer Raumzeit mit großen
Extra-Dimensionen gewidmet.
Die Produktionsraten, die bei einer neuen fundamentalen Skala im Bereich
Mf ≈ 1 TeV zu erwarten sind, liegen für den LHC in der Größenordnung von
≈ 108 Schwarzen Löchern pro Jahr. Diese hohe Anzahl begründet das Interesse
an den Eigenschaften der produzierten Schwarzen Löchern und wirft die Frage
auf, wie diese Objekte beobachtet werden können.
Bei der Untersuchung der Eigenschaften dieser Schwarzen Löcher haben wir
festgestellt, dass das Entstehen Schwarzer Löcher ab einer c.o.m.-Energie im Be-
reich der neuen Planck-Masse zu einer raschen Unterdrückung hochenergetischer
Jets,wiesieinpp-Kollisionenentstehen,führt.DiesisteinklaresSignalundleicht
zu beobachten.
Unter Ansetzen des Mikrokanonischen Ensembles haben wir die Zerfallsrate
der Schwarzen Löcher und ihre Lebensdauer berechnet. Es zeigt sich, dass diese
Lebensdauer hoch genug ist, um ein zeitlich deutlich verzögertes Signal zu er-
halten. Nimmt man an, dass die statistische Mechanik bis zur Größenordung Mf
gülig bleibt, so gelangen die Schwarzen Löcher im Zuge ihrer Verdunstung in
einen quasi-stabilen Zustand und ein Rest verbleibt. Die Lebenszeit ist von der
Anzahl der Dimensionen abhängig und lässt so Rückschlüsse auf diesen Parame-
ter zu. Im Falle (Mf ∼ TeV, d > 5) liegt sie für Energien von ≈ 10 TeV in der
Größenordung 100 fm/c.
Eine geometrische Quantisierung der Strahlung legt außerdem nahe, dass die
Schwarzen Löcher nicht restlos verdampfen können, sondern ein stabiler Überrest
verbleibt.
Diese Ergebnisse sind in [202, 203, 205] veröffentlicht worden.
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Die n-dimensionale Poissongleichung lautet:
∆Φ(r
0)n = Ω(n)c δ(r
0) ,
wobei r0 der Ortsvektor ist und c eine Konstante, die durch das betrachtete Kraft-
feld gegeben ist. ∆ = ∇·∇ ist der n-dimensionale Laplace-Operator. Ω(n) ist die
Oberﬂäche der n-dimensionalen Einheitskugel
Ω(n) =
2π
n
2
Γ

n
2
 .
Das gesamte Problem ist rotationsinvariant und so wird auch die Lösung für
Φ(r0)n rotationsinvariant sein. Wir gehen daher in Kugelkoordinaten mit r0 als
Radiuskoordinate und n − 1 Winkelkoordinaten über und erhalten
∆Φ(r
0)n = Ω(n)cδ(r
0) .
Wir integrieren nun weiter beidseitig über eine n-dimensionale Kugel K vom
Radius r und benutzen dabei den Gausschen Satz:
Z
∂K
dΩ ˆ r
0 · ∇Φ(r
0)n = Ω(n)c ,
dabei ist ∂K die Oberﬂäche der Kugel mit Radius r, dΩ ihr Raumwinkelelement
und ˆ r0 ihr Normaleneinheitsvektor, der in r0-Richtung zeigt. Da Φ(r0)n nicht von
den Winkelvariablen abhängt, ist ∇Φ(r0)n = ˆ r0∂r0Φ(r0)n.
Einsetzen ergibt unter Berücksichtigung von ˆ r0 · ˆ r0 = 1
Z
∂K
dΩ ∂r0Φ(r
0)n = Ω(n)c .
Nunist∂r0Φ(r0)n aufderOberﬂächederKugelaberkonstantmitdemWert∂rΦ(r)n,
kann also aus dem Integral gezogen werden.
∂rΦ(r)n
Z
∂K
dΩ = Ω(n)c .
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Das verbleibende Integral ist gerade die Oberﬂäche der n-dimensionalen Kugel
mit Radius r. Oder auch rn−1Ω(n), dieser Faktor kürzt sich also auf beiden Seiten
der Gleichung weg. Zusammen ergibt sich
∂rΦ(r)n =
c
rn−1 .
Eine weitere Integration über r liefert schließlich (bis auf additive Konstanten)
Φ(r)n = −
c
rn−2
1
(n − 2)
,
für n > 2. Für drei Raumdimensionen ergibt sich dabei das aus der Elekrodyna-
mik (c = q1q2) und Newtonschen Gravitation (c = Gm1m2) bekannte Ergebnis
Φ(r)3 = −
c
r
.Anhang B
Die Riemannsche ζ-Funktion ist eine komplexwertige Funktion und ist deﬁniert
als [207]:
ζ(z) :=
∞ X
n=1
1
nz , Re(z) > 1 .
Sie ist im Deﬁnitionsgebiet wohldeﬁniert, stetig und holomorph. Eins der bekann-
testen ungelösten Rätsel der Mathematik ist wohl die Lage der Nullstellen der
ζ-Funktion, weshalb wir sie hier aus naheliegenden Gründen nicht angeben.
Einige Werte, die in dieser Arbeit teilweise benutzt werden, sind:
ζ(2) =
π2
6
≈ 1,645 , ζ(3) ≈ 1,202
ζ(4) =
π4
90
≈ 1,082 , ζ(5) ≈ 1,037
ζ(6) =
π6
945
≈ 1,017 , ζ(7) ≈ 1,008
ζ(8) =
π9
9450
≈ 1,004 , ζ(9) ≈ 1,002
Zwischen der ζ-Funktion und der Γ-Funktion besteht folgender Zusammen-
hang:
Z ∞
0
xν−1
exµ − 1
= µ
−νΓ(ν)ζ(ν) .
Damit klärt sich auch das Rätsel um den Vorfaktor im Stefan-Bolzmann-Gesetz,
das wir seit der Anfängervorlesung mit uns rumtragen. Für µ = 1/T und ν = 4
ergibt sich:
Z ∞
0
x3
ex/T − 1
= T
4Γ(4)ζ(4) = T
4π4
15
.
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Die »Besselfunktionen« [111, 208] sind partikuläre Lösungen der sogenannten
Besselschen Differentialgleichung
x
2 d2
dx2y(x) + x
d
dx
y(x) +

x
2 − n
2

y(x) = 0
für ganzzahliges n ≥ 0. Sie werden in der Regel als Jn(x) bezeichnet und besitzen
die Reihenentwicklung
Jn(x) =
∞ X
k=0
(−1)
k 
x
2
n+2k
k! Γ(n + k + 1)
.
Die allgemeine Lösung der Besselschen Differentialgleichung für beliebige n hat
dann die Form
y(x) = C1Jn(x) + C2J−n(x)
mit zwei Konstanten Koefﬁzienten C1 und C2. Dabei erhält man für ganzzahlige n
durch Ersetzen von n mit −n in der obigen Reihenentwicklung. Es gilt in diesem
Falle J−n = (−1)nJn. Für nicht ganzzahlige n ist ist J−n durch die Besselsche
Funktion zweiter Gattung oder auch »Webersche Funktion« Yn(x) zu ersetzen
Yn(x) = lim
m→n
Jm(x)cos(mπ) − J−m(x)
sin(mx)
.
Für die Besselschen Funktionen gelten die Relationen
Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n
x
Jn(x)
d
dx
Jn(x) = −
n
x
Jn(x) + Jn−1(x) .
Die gleichen Formeln gelten auch für die Weberschen Funktionen Yn(x).
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Für große Werte von x ergeben sich die folgenden asymptotischen Entwick-
lungen
Jn(x) =
s
2
πx

cos

x −
nπ
2
−
π
4

+ O
1
x

Yn(x) =
s
2
πx

sin

x −
nπ
2
−
π
4

+ O
1
x

.
0 5 10 15 20 25 30 35 40
x
-0.6
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
J
1
(
x
)
Abbildung 1: Die erste Besselsche Funktion. Das Massenspektrum im Randall-Sundrum-
Modell wird durch die Lage ihrer Nullstellen bestimmt.Literaturverzeichnis
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